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4ÂÑÒÓÏ
Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äèñåðòàöiß ïðèñâß÷åíà îäíîìó ç êëàñè÷íèõ íà-
ïðßìêiâ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié, à ñàìå, åêñòðåìàëüíèì çàäà÷àì íà
êëàñàõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé. Â ðîçðîáöi äàíî¨ òåìàòèêè ïðèé-
ìàëè ó÷àñòü áàãàòî âiäîìèõ â÷åíèõ: Ì. À. Ëàâðåíòü¹â [52], Þ. . Àëåíi-
öèí [2], Ã. Ì. Ãîëóçèí [24, 25], Í. À. Ëåáåäåâ [53  55], Äæ. Äæåíêiíñ [27,
75, 76], Ï. Ì. Òàìðàçîâ [58  61], Ï. Ï. Êóôàðåâ, À. Å. Ôàëåñ [51], Ã. Ï.
Áàõòiíà [19  22], Î. Ê. Áàõòií [4  12, 70], Â. Í. Äóáèíií [28  34], Í. I.
Êîëáiíà [40, 41], Ç. Íåõàði [77], I. À. Àëåêñàíäðîâ [1], Â. À. Àíäð¹¹â [3],
I. Ï. Ìèòþê [56, 57], Ã. Â. Êóçüìiíà [42  50], Ñ. I. Ôåäîðîâ [65], . Ã.
Åìåëüßíîâ [35  37], Ë. Â. Êîâàëåâ [38, 39], Ì. Øèôôåð [79  81], Ï. Ë.
Äþðåí [72] i iíøi.
Ïî÷àòîê ðîçâèòêó öi¹¨ òåìàòèêè ïîâ'ßçóþòü ç ðîáîòîþ 1934 ðîêó Ì.
À. Ëàâðåíòü¹âà [52]. Âií çíàéøîâ ìàêñèìóì i âèçíà÷èâ ðîçìiùåííß åêñ-
òðåìàëüíèõ îáëàñòåé ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñß ç äîáóòêó âíóòðiø-
íiõ ðàäióñiâ äâîõ îäíîçâ'ßçíèõ îáëàñòåé âiäíîñíî ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîì-
ïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Â 1947 ðîöi Ã. Ì. Ãîëóçèí ðîçâ'ßçàâ àíàëîãi÷íó çàäà÷ó
äëß òðüîõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè [24, 25]. Ïiñëß öüîãî
öß òåìàòèêà ïî÷àëà ñòðiìêî ðîçâèâàòèñß. Â çâ'ßçêó ç öèì ìîæíà ïðèãà-
äàòè ðîáîòè Ï. Ï. Êóôàðåâà, À. Å. Ôàëåñà [51], Í. I. Êîëáiíîé [40, 41],
Þ. . Àëåíiöèíà [2], Ç. Íåõàði [77], I. À. Àëåêñàíäðîâà [1], Â. À. Àíäð¹¹âà
[3] i iíøèõ. Â öåé ÷àñ Í. À. Ëåáåäåâ [53  55] óçàãàëüíþ¹ ìåòîä ïëîù òà
îòðèìó¹ ç äîïîìîãîþ íüîãî áàãàòî íîâèõ öiêàâèõ ðåçóëüòàòiâ.
Â îñòàííi 25 ðîêiâ â öié îáëàñòi ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié íàìiòèâñß
5ñåðéîçíèé ïðîðèâ. Òóò ìîæíà çãàäàòè ðåçóëüòàòè Ã. Â. Êóçüìiíî¨ [42 
50], Ñ. I. Ôåäîðîâà [65], . Ã. Åìåëüßíîâà [35  37], I. Ï. Ìèòþêà [56, 57],
Î. Ê. Áàõòiíà [4  12, 70], Ë. Â. Êîâàëåâà [38, 39] i iíøèõ.
Ó ðîáîòàõ Â. Í. Äóáèíiíà [28  32] áóâ ðîçðîáëåíèé íîâèé ìåòîä äî-
ñëiäæåííß, à ñàìå, ìåòîä êóñî÷íî-ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß. Ç äîïîìî-
ãîþ öüîãî ìåòîäó Â. Í. Äóáèíií ïî÷àâ ðîçâ'ßçóâàòè åêñòðåìàëüíi çàäà÷i
äëß äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi áàãàòîçâ'ßçíèõ îáëàñòåé, ßêi âçà¹ìíî íå ïåðåòè-
íàþòüñß.
Â öié ðîáîòi ðîçãëßíóòî íîâi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i, ßê ïî ñâî¨é ïîñòà-
íîâöi, òàê i ïî ìåòîäàì äîñëiäæåííß.
Çâ'ßçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ó
äàíié ðîáîòi âèáðàíèé íàïðßì äîñëiäæåíü çâ'ßçàíèé ç íàóêîâèìè ïðîãðà-
ìàìè, ïëàíàìè i òåìàìè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, çîêðåìà
ç òåìîþ äîñëiäæåííß  0102È000917. Òàêîæ, íàïðßì äîñëiäæåííß áóâ
ïiäòðèìàíèé Ìiæíàðîäíèì íàóêîâèì ôîíäîì INTAS, ãðàíò 99-00089.
Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííß. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ ðîçâ'ßçóâàííß åêñòðå-
ìàëüíèõ çàäà÷ íà çíàõîäæåííß ìàêñèìóìó ôóíêöiîíàëiâ, ßêi çàëåæàòü
âiä âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ äîâiëüíèõ áàãàòîçâ'ßçíèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî-
÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ßêi çàäîâîëüíßþòü óìîâàì ïåâíî¨ ñèìåòði¨.
Îá'¹êòàìè äîñëiäæåííß ¹ ôóíêöiîíàëè, âíóòðiøíi ðàäióñè îáëàñòåé
âiäíîñíî äåßêèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, åêñòðåìàëüíi îáëàñòi.
Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííß ¹ çíàõîäæåííß ìàêñèìóìiâ âiäïîâiäíèõ ôóíê-
öiîíàëiâ òà ïîâíà õàðàêòåðèñòèêà åêñòðåìàëüíèõ êîíôiãóðàöié äëß öèõ
ôóíêöiîíàëiâ. Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð îñíîâíi çàäà÷i äîñëiäæåííß:
1. Äëß ôóíêöiîíàëiâ, ùî ñêëàäàþòüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ
6âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçßòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ßêi âiëüíî ðóõà-
þòüñß ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi, äàòè õàðàêòåðèñòèêó ðîçìi-
ùåííþ åêñòðåìàëüíèõ îáëàñòåé òà òî÷îê.
2. Ðîçâ'ßçàòè åêñòðåìàëüíi çàäà÷i äëß ôóíêöiîíàëiâ, ùî ñêëàäàþòüñß
ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçßòèõ
âiäíîñíî òî÷îê, ßêi âiëüíî ðóõàþòüñß ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi,
à òàêîæ äåßêî¨ ñèñòåìè ôiêñîâàíèõ òî÷îê.
3. Âèçíà÷èòè ïîâíó õàðàêòåðèñòèêó åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëß
ôóíêöiîíàëiâ, ßêi ñêëàäàþòüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ òðüîõ àáî
÷îòèðüîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçßòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëü-
íî ðóõàþòüñß ïî îäèíè÷íîìó êîëó.
4. Äëß ôóíêöiîíàëiâ, ùî ñêëàäàþòüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ
âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçßòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ßêi âiëüíî ðóõà-
þòüñß ïî äîâiëüíié ïðîìåíåâié ñèñòåìi, äàòè ïîâíó õàðàêòåðèñòèêó ðîç-
ìiùåííþ åêñòðåìàëüíèõ îáëàñòåé òà òî÷îê.
Îñíîâíèìè ìåòîäàìè äîñëiäæåííß ¹: ìåòîäè êëàñè÷íîãî àíàëiçó, ìå-
òîäè òåîði¨ ôóíêöié òà êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü, çîêðåìà: ìåòîäè ñè-
ìåòðèçàöi¨, ìåòîä êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöiàëiâ, âàðiàöiéíi ìåòîäè, ìåòîä
êóñî÷íî-ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß.
Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Âñi ðåçóëüòàòè äèñåð-
òàöi¨ ¹ íîâèìè. Ó ðîáîòi îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.
1. Ñôîðìóëüîâàíà òà ïîâíiñòþ ðîçâ'ßçàíà äîñèòü çàãàëüíà íîâà åêñòðå-
ìàëüíà çàäà÷à äëß ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé iç âiëüíèìè
ïîëþñàìè íà òàê çâàíèõ "ðiâíîìiðíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ òî÷îê". (Òåî-
ðåìà 2.1).
72. Ïîâíiñòþ ðîçâ'ßçàíà äëß ðiâíîìiðíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê åêñ-
òðåìàëüíà çàäà÷à òàê çâàíîãî "ìiøàíîãî òèïó", òîáòî äëß ßêî¨ äåßêà
ñèñòåìà ïîëþñiâ ¹ âiëüíà, à äåßêà ¹ ôiêñîâàíà. (Òåîðåìè 2.2  2.4).
3. Ñôîðìóëüîâàíà òà ïîâíiñòþ ðîçâ'ßçàíà íîâà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à
äëß ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé iç âiëüíèìè ïîëþñàìè, ùî
ðóõàþòüñß ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi ó äåßêîìó êiëüöi. (Òåîðåìà
3.1).
4. Âèðiøåíà äîñèòü çàãàëüíà àíàëîãi÷íà çàäà÷à äëß äîáóòêó âíóòðiø-
íiõ ðàäióñiâ îáëàñòåé, ùî íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êðóãó. (Òåîðåìè 3.2, 3.3).
5. Ðîçãëßíóòi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ç âiëüíèìè ïîëþñàìè íà îäèíè÷-
íîìó êîëi ó âèïàäêó òðüîõ òà ÷îòèðüîõ ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ
îáëàñòåé. (Òåîðåìè 3.4  3.6).
6. Ðîçâ'ßçàíà äîñèòü çàãàëüíà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à äëß ïîïàðíî âçà-
¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé iç âiëüíèìè ïîëþñàìè íà òàê çâàíèõ "äî-
âiëüíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ òî÷îê". (Òåîðåìè 4.1, 4.2).
Òåîðåòè÷íå òà ïðàêòè÷íå çíà÷åííß îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.
Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè
ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëß ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó òåîði¨ ôóíêöié.
Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííß íàïðßìêó äîñëiäæåííß,
ïîñòàíîâêà çàäà÷ íàëåæàòü íàóêîâîìó êåðiâíèêó  êàíäèäàòó ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Î. Ê. Áàõòiíó. Ðåçóëüòàòè ñóìiñíèõ ðîáiò [13  18,
71], çà âèêëþ÷åííßì ðåçóëüòàòiâ â ßêèõ êîíêðåòíî âêàçàíèé ¨õ àâòîð,
îòðèìàíi äèñåðòàíòîì ñóìiñíî ç Î. Ê. Áàõòiíèì, ïðè÷îìó âíåñîê îáîõ
ñïiâàâòîðiâ îäíàêîâèé (öi ðåçóëüòàòè íàâåäåíî ó ðîçäiëi 2, ïiäðîçäiëè 2.2
i 2.3, ðîçäiëi 3, ïiäðîçäiëè 3.5 i 3.6, ðîçäiëi 4, ïiäðîçäië 4.3). Óñi iíøi
8ðåçóëüòàòè ðîáîòè íàëåæàòü îñîáèñòî äèñåðòàíòó.
Àïðîáàöiß ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨
äîïîâiäàëèñß:
1. Íà áàãàòüîõ çàñiäàííßõ ñåìiíàðó âiääiëó êîìïëåêñíîãî àíàëiçó òà
òåîði¨ ïîòåíöiàëó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê ñåìiíà-
ðó  äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Þ. Á. Çåëiíñüêèé);
2. Íà ñåìiíàði âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍÓêðà¨-
íè (êåðiâíèê ñåìiíàðó  ÷ëåí êîðåñïîíäåíò ÍÀÍ Óêðà¨íè Î. I. Ñòåïà-
íåöü);
3. Íà Ëüâiâñüêîìó ìiæâóçiâñüêîìó ñåìiíàði ç òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíê-
öié (Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò, êåðiâíèê ñåìiíàðó  äîêòîð
ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîð À. À. Êîíäðàòþê);
4. International Conference "Complex Analysis and Potential Theory"
(7  12 ñåðïíß 2001 ð., ì. Êè¨â);
5. Óêðà¨íñüêîìó ìàòåìàòè÷íîìó êîíãðåñi-2001 (ñåêöiß  4, Êîìïëåêñ-
íèé àíàëiç i òåîðiß ïîòåíöiàëó, 21  23 ñåðïíß 2001ð., ì. Êè¨â);
6. International Workshop "Potential Flows and Complex Analysis"
(23  29 âåðåñíß 2002 ð., ì. Êè¨â);
7. Second International Conference "Mathematical Analysis and Economics"
(1  4 êâiòíß 2003 ð., ì. Ñóìè);
8. International Workshop "Potential Theory and Free Boundary Flows"
(19  27 ñåðïíß 2003 ð., ì. Êè¨â);
9. International Workshop "Free Boundary Flows and Related Problems
of Analysis"(25  30 âåðåñíß 2005 ð., ì. Êè¨â).
Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi ó ôàõîâèõ
9âèäàííßõ [16, 18, 63], ó çáiðíèêó íàóêîâèõ ïðàöü Iíñòèòóòó ìàòåìàòè-
êè ÍÀÍ Óêðà¨íè [17], çáiðíèêó íàóêîâèõ ïðàöü ìiæíàðîäíîãî êîíãðåñó
[14], ïðåïðèíòàõ Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè [13, 15] òà ó òåçàõ
ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié [62, 64, 71, 82].
Ñòðóêòóðà òà çàãàëüíèé îáñßã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiß ñêëàäà¹òü-
ñß iç âñòóïó, îñíîâíî¨ ÷àñòèíè, ùî ñêëàäà¹òüñß ç ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, çà-
ãàëüíèõ âèñíîâêiâ òà ñïèñêó öèòîâàíî¨ ëiòåðàòóðè, ùî ìiñòèòü ïåðøîä-
æåðåëà. Çàãàëüíèé îáñßã äèñåðòàöi¨  145 ñòîðiíîê ìàøèíîïèñíîãî òåê-
ñòó, îáñßã îñíîâíî¨ ÷àñòèíè  119 ñòîðiíîê ìàøèíîïèñíîãî òåêñòó.
Àâòîð âèñëîâëþ¹ ãëèáîêó ïîäßêó ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó êàíäè-
äàòó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Î. Ê. Áàõòiíó çà ïîñòiéíó äîïîìîãó i
ñïðèßííß ó íàïèñàííi ðîáîòè.
Íàâåäåìî òåïåð ñèñòåìó íóìåðàöi¨, ßêà ïðèéíßòà ó ðîáîòi.
Íîìåð çàäà÷i, òåîðåìè, ëåìè, íàñëiäêó òà ôîðìóëè ñêëàäà¹òüñß ç äâîõ
÷èñåë  ïåðøå ïîêàçó¹ íîìåð ðîçäiëó, à äðóãå  ïîðßäêîâèé íîìåð ó
öüîìó ðîçäiëi.
Ïðîâåäåìî òåïåð îãëßä ðîçìiùåííß îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè ïî
ðîçäiëàì òà ïiäðîçäiëàì.
Ïåðøèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâß÷åíî îãëßäó ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äà-
íî¨ ðîáîòè.
Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâß÷åíî ðîçâ'ßçóâàííþ åêñòðåìàëüíèõ
çàäà÷ äëß ôóíêöiîíàëiâ, ßêi ñêëàäàþòüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ
îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñß ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié
ñèñòåìi ó âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi.
Ó ïiäðîçäiëi 2.1 íàâîäßòüñß îñíîâíi ïîíßòòß, ßêi âèêîðèñòîâóþòüñß ó
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ðîçäiëi 2.
Ó ïiäðîçäiëi 2.2 íàâîäèòüñß ðîçâ'ßçîê çàäà÷i ïî âèçíà÷åííþ åêñòðå-
ìàëüíèõ îáëàñòåé òà òî÷îê äëß ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñß ç äîáóòêó
âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçßòèõ âiäíîñíî òî-
÷îê 0,∞, à òàêîæ òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñß ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié
ñèñòåìi.
Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ðîçâ'ßçàíî çàäà÷ó ïî îïèñàííþ åêñòðåìàëüíî¨ êîíôi-
ãóðàöi¨ äëß ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ
âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçßòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõà-
þòüñß ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi, òî÷îê 0, ∞, à òàêîæ òî÷îê
ei
pi
n (2k−1), k = 1, 2, ..., n.
Ó ïiäðîçäiëi 2.4 ðîçãëßäà¹òüñß ðîçâ'ßçîê çàäà÷i ïî âèçíà÷åííþ ïîâíî¨
õàðàêòåðèñòèêè åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëß ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëà-
äà¹òüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé
âçßòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñß ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié
ñèñòåìi, òî÷êè 0 àáî ∞, à òàêîæ òî÷îê eipin (2k−1), k = 1, 2, ..., n.
Ó ïiäðîçäiëi 2.5 ðîçâ'ßçó¹òüñß çàäà÷à ïî îïèñàííþ åêñòðåìàëüíî¨ êîí-
ôiãóðàöi¨ äëß ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðà-
äióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçßòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî
ðóõàþòüñß ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi, à òàêîæ òî÷îê eipin (2k−1),
k = 1, 2, ..., n.
Òðåòié ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâß÷åíî ðîçâ'ßçóâàííþ åêñòðåìàëüíèõ çà-
äà÷ äëß ôóíêöiîíàëiâ, ßêi ñêëàäàþòüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ
îáëàñòåé, âiäíîñíî òî÷îê 0, ∞, à òàêîæ òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñß ïî
ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi àáî ¹ ôiêñîâàíèìè. Ïðè÷îìó òî÷êè àáî
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îáëàñòi ïîâ'ßçàíi óìîâàìè ïåâíî¨ ñèìåòði¨ ç äåßêèì êîëîì.
Ó ïiäðîçäiëi 3.1 íàâîäßòüñß îñíîâíi ïîíßòòß, ßêi âèêîðèñòîâóþòüñß ó
ðîçäiëi 3.
Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ðîçâ'ßçàíî çàäà÷i ïî îïèñàííþ ïîâíî¨ õàðàêòåðèñòèêè
åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëß ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñß ç äîáóò-
êó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçßòèõ âiäíîñíî
òî÷îê 0, ∞, à òàêîæ òî÷îê, ßêi íàëåæàòü äåßêîìó êiëüöþ òà âiëüíî ðó-
õàþòüñß ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi.
Ó ïiäðîçäiëi 3.3 ïðèâîäèòüñß ðîçâ'ßçîê çàäà÷i ïî âèçíà÷åííþ ðîçìi-
ùåííß åêñòðåìàëüíèõ îáëàñòåé òà òî÷îê äëß ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òü-
ñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ùî íà-
ëåæàòü îäèíè÷íîìó êðóãó, âçßòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ßêi âiëüíî ðóõàþòüñß
ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi.
Ó ïiäðîçäiëi 3.4 äàíà ïîâíà õàðàêòåðèñòèêè åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðà-
öi¨ äëß ôóíêöiîíàëó, ßêèé ñêëàäà¹òüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ ÷î-
òèðüîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçßòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî
ðóõàþòüñß ïî îäèíè÷íîìó êîëó.
Ó ïiäðîçäiëi 3.5 ïîâíiñòþ îïèñàíå ðîçìiùåííß åêñòðåìàëüíèõ îáëàñòåé
òà òî÷îê äëß ôóíêöiîíàëó, ßêèé ñêëàäà¹òüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðà-
äióñiâ òðüîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçßòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî
âiëüíî ðóõàþòüñß ïî îäèíè÷íîìó êîëó.
Ó ïiäðîçäiëi 3.6 ðîçâ'ßçàíî çàäà÷i ïî âèçíà÷åííþ ïîâíî¨ õàðàêòåðè-
ñòèêè åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëß ôóíêöiîíàëó, ßêèé ñêëàäà¹òüñß ç
äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ òðüîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçß-
òèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñß ïî îäèíè÷íîìó êîëó, à òàêîæ
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çàëåæèòü âiä âiäñòàíåé ìiæ öèìè òî÷êàìè.
×åòâåðòèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâß÷åíî ðîçâ'ßçóâàííþ åêñòðåìàëüíèõ
çàäà÷ äëß ôóíêöiîíàëiâ, ßêi ñêëàäàþòüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ
îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñß ïî äîâiëüíié ïðîìåíåâié
ñèñòåìi ó âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Òàêîæ ó öüîìó ðîçäiëi íàâîäßòüñß
ìàêñèìàëüíi çíà÷åííß äåßêèõ ôóíêöiîíàëiâ, ßêi ðîçãëßäàþòüñß ó äàíié
ðîáîòi.
Ó ïiäðîçäiëi 4.1 íàâîäßòüñß îñíîâíi ïîíßòòß, ßêi âèêîðèñòîâóþòüñß ó
ðîçäiëi 4.
Ó ïiäðîçäiëi 4.2 ïðèâåäåíi ëåìè, ßêi âèêîðèñòîâóþòüñß äëß äîâåäåííß
ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçäiëó 4.3.
Ó ïiäðîçäiëi 4.3 ðîçâ'ßçàíî çàäà÷i ïî âèçíà÷åííþ ïîâíî¨ õàðàêòåðèñòè-
êè åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëß ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñß ç äîáóò-
êó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçßòèõ âiäíîñíî
òî÷îê 0,∞, à òàêîæ òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñß ïî äîâiëüíié ïðîìåíåâié
ñèñòåìi.
Ó ïiäðîçäiëi 4.4 çíàéäåíî ìàêñèìàëüíi çíà÷åííß äåßêèõ ôóíêöiîíàëiâ,
ßêi ðîçãëßäàþòüñß ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi.
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ÐÎÇÄIË 1
ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ ÇÀ ÒÅÌÎÞ ÄÈÑÅÐÒÀÖI
Â öüîìó ðîçäiëi íàâîäèòüñß êîðîòêèé iñòîðè÷íèé îãëßä íàïðßìó äî-
ñëiäæåííß, à òàêîæ ñôîðìóëüîâàíi îñíîâíi êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè, ßêi ìà-
þòü çàñòîñóâàííß ó äèñåðòàöi¨.
1.1. Iñòîðè÷íèé îãëßä íàïðßìó äîñëiäæåííß
Ðîáîòà ïðèñâß÷åíà êëàñè÷íîìó ðîçäiëó ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié
êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨  åêñòðåìàëüíèì çàäà÷àì íà êëàñàõ âçà¹ìíî íåïå-
ðåòèííèõ îáëàñòåé. Öåé íàïðßì çàïî÷àòêîâàíî ó ðîáîòi Ì. À. Ëàâðåíòü-
¹âà [52], ßêèé ó 1934 ðîöi ñôîðìóëþâàâ òà ðîçâ'ßçàâ ñâî¨ì âàðiàíòîì
âàðiàöiéíî-ïàðàìåòðè÷íîãî ìåòîäó çàäà÷ó ç äâîìà îäíîçâ'ßçíèìè âçà¹ì-
íî íåïåðåòèííèìè îáëàñòßìè, ßêi íàëåæàòü êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Ñôîð-
ìóëþ¹ìî öåé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.1. ([52]). Íåõàé a1 i a2  äåßêi ôiêñîâàíi òî÷êè êîìïëåêñ-
íî¨ ïëîùèíè C, Dk, ak ∈ Dk, k = 1, 2  äîâiëüíi âçà¹ìíî íåïåðåòèííi
îáëàñòi íà C, i ôóíêöi¨ fk (z) , k = 1, 2 ðåãóëßðíî âiäîáðàæàþòü îäè-
íè÷íèé êðóã {z : |z| < 1} íà îáëàñòi Dk, k = 1, 2 òàê, ùî fk (0) = ak,
k = 1, 2. Òîäi ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
|f ′1 (0)| · |f ′2 (0)| ≤ |a1 − a2|2 .
Ïðè÷îìó äëß îáëàñòåé Dk, k = 1, 2, çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi äîñß-
ãà¹òüñß òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáëàñòi D1, D2 îáìåæåíi ïðßìîþ∣∣∣z−a1z−a2 ∣∣∣ = 1.
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Ïîäàëüøi äîñëiäæåííß ïîêàçàëè, ùî íåñêëàäíî îòðèìàòè íàñòóïíèé
ðåçóëüòàò, ßêèé ìè äàëi i áóäåìî íàçèâàòè òåîðåìîþ Ëàâðåíòü¹âà. Öåé
ðåçóëüòàò âçßòèé ç ðîáîòè [32]. (Íàäàëi ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñß ïî-
íßòòßì âíóòðiøíüîãî ðàäióñà îáëàñòi B âiäíîñíî òî÷êè a ∈ B, ßêå ìè
ââîäèìî ó ïiäðîçäiëi 2.1 ðîçäiëó 2).
Òåîðåìà 1.2. Íåõàé a1 i a2  äåßêi ôiêñîâàíi òî÷êè êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè C, Dk, ak ∈ Dk, k = 1, 2,  äîâiëüíi âçà¹ìíî íåïåðåòèííi
îáëàñòi íà C. Òîäi ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà íåðiâíiñòü
r (D1, a1) · r (D2, a2) ≤ |a1 − a2|2 . (1.1)
Ïðè÷îìó äëß îáëàñòåé Dk, k = 1, 2, ßêi ìàþòü êëàñè÷íó ôóíêöiþ Ãðiíà
[25, 66], çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (1.1) äîñßãà¹òüñß òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè îáëàñòi D1, D2 îáìåæåíi êîëîì
∣∣∣z−a1z−a2 ∣∣∣ = C , äå C  äîâiëüíà
äîäàòíà ñòàëà.
Íàñòóïíèé êðîê â ðîçâèòêó öi¹¨ òåìàòèêè ó 1951 ðîöi çðîáèâ Ã. Ì. Ãî-
ëóçèí. Âií ñóòò¹âî óçàãàëüíèâ çàäà÷ó Ëàâðåíòü¹âà òà çà äîïîìîãîþ ñâîãî
âàðiàöiéíîãî ìåòîäà äàâ ¨¨ ßêiñíèé ðîçâ'ßçîê äëß äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi îä-
íîçâ'ßçíèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé i ïîâíèé ðîçâ'ßçîê äëß òðüîõ
îäíîçâ'ßçíèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé. Òóò ìè ïðèâåäåìî òiëüêè
ðåçóëüòàò Ã. Ì. Ãîëóçèíà äëß òðüîõ îäíîçâ'ßçíèõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ
îáëàñòåé.
Òåîðåìà 1.3. ([24, 25]). Íåõàé a1, a2, a3  äåßêi ôiêñîâàíi òî÷êè
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C, Dk, ak ∈ Dk, k = 1, 2, 3  äîâiëüíi âçà¹ìíî
íåïåðåòèííi îáëàñòi íà C, i ôóíêöi¨ fk (z), k = 1, 2, 3 ðåãóëßðíî âiäî-
áðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã {z : |z| < 1} íà îáëàñòi Dk, k = 1, 2, 3 òàê,
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∣∣∣∣∣ ≤ 6181√3 |(f1 (0)− f2 (0)) (f1 (0)− f3 (0)) (f2 (0)− f3 (0))| .
(1.2)




, k = 1, 2, 3, a > 0, òî çíàê ðiâíî-







k = 1, 2, 3 i òiëüêè äëß íèõ; â iíøîìó âèïàäêó, òîé æå ìàêñèìóì äî-
ñßãà¹òüñß äëß ôóíêöié fk (z), k = 1, 2, 3 îäíà ç ßêèõ îáìåæåíà â êðóçi
|z| < 1.
Ïiñëß öüîãî ïî÷àâñß ñòðiìêèé ðîçâèòîê öi¹¨ òåìàòèêè. Â çâ'ßçêó ç öèì
ìîæíà ïðèãàäàòè ðîáîòè òàêèõ â÷åíèõ: Í. À. Ëåáåäåâà [53  55], Ï. Ì.
Òàìðàçîâà [58  61], Ï. Ï. Êóôàðåâà, À. Å. Ôàëåñà [51], Í. I. Êîëáiíî¨ [40,
41], Äæ. Äæåíêiíñà [27, 75, 76], Þ. . Àëåíiöèíà [2], I. À. Àëåêñàíäðîâà
[1], Â. À. Àíäð¹¹âà [3] òà iíøèõ. Í. À. Ëåáåäåâ óçàãàëüíþ¹ ìåòîä ïëîù òà
ðîçâ'ßçó¹ ç äîïîìîãîþ íüîãî âåëèêó êiëüêiñòü íîâèõ öiêàâèõ çàäà÷. Äæ.
Äæåíêiíñ ó ñâî¨é ðîáîòi [27] äîâîäèòü çàãàëüíó òåîðåìó î êîåôiöi¹íòàõ,
ßêà ¹ ðîçâ'ßçêîì äîñèòü çàãàëüíî¨ çàäà÷i äëß âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îá-
ëàñòåé íà ñêií÷åíèõ ðiìàíîâèõ ïîâåðõíßõ. Ó 1967 ðîöi Ï. Ì. Òàìðàçîâ
ó ðîáîòi [60] äîïîâíþ¹ öþ òåîðåìó. Âçàãàëi ç çàãàëüíî¨ òåîðåìè î êîå-
ôiöi¹íòàõ ìîæíà îòðèìàòè áiëüøiñòü âiäîìèõ ó òîé ÷àñ ðåçóëüòàòiâ äëß
âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé. Àëå âñi öi çàäà÷i âiäíîñèëèñß äî êëàñó
çàäà÷ ç ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó.
Â óñiõ âèùå ïåðåðàõîâàíèõ ðîáîòàõ ðåãóëßðíi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíßëè
íîðìóþ÷ié óìîâi: òî÷êà z = 0 ïðè âiäîáðàæåííi öèìè ôóíêöißìè ïåðå-
õîäèëà â äåßêi ðiçíi, àëå ôiêñîâàíi òî÷êè ak, k = 1, n êîìïëåêñíî¨ ïëî-
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ùèíè. Â 1968 ðîöi Ï. Ì. Òàìðàçîâ ó ñâî¨é ðîáîòi [61] âèñóíóâ iäåþ, ßêà
ïîëßãàëà ó òîìó, ùî òî÷êàì ak, k = 1, n ìîæíà íàäàâàòè òåæ äåßêó "ñâî-
áîäó". Â 1975 ðîöi ó âiäïîâiäíîñòi ç âèùå ñôîðìóëüîâàíîþ iäå¹þ ó ñâî¨é
äèñåðòàöi¨ [21] Ã. Ï. Áàõòiíà âïåðøå ïîñòàâèëà òà ðîçâ'ßçàëà ðßä åêñòðå-
ìàëüíèõ çàäà÷ íà êëàñi âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç òàê çâàíèìè
"âiëüíèìè"ïîëþñàìè. Âíàñëiäîê öèõ ðåçóëüòàòiâ òåìàòèêà îòðèìàëà íî-
âèé ïîøòîâõ äëß ñâîãî ðîçâèòêó. Òåïåð ñôîðìóëþ¹ìî îäèí ç ðåçóëüòàòiâ
Ã. Ï. Áàõòiíîé, âçßòèé ç ðîáiò [19, 21].
Ðîçãëßíåìî ìíîæèíó ðiçíèõ ñèñòåì {fi}4i=1 ôóíêöié w = fi (z) , i = 1, 4
ìåðîìîðôíèõ i îäíîëèñòèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi |z| < 1 i, ßêi âiäîáðàæà-
þòü éîãî íà âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îáëàñòi Di, i = 1, 4, i çàäîâîëüíßþòü








|f ′k (0)| ,
à òàêîæ âèçíà÷èòè åêñòðåìàëüíi ôóíêöi¨ w = f 0i (z) , i = 1, 4. Ðiøåííß
öi¹¨ çàäà÷i äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.4. ([19, 21]).Äëß ðiçíèõ ñèñòåì {fi}4i=1 ôóíêöié w = fi (z) ,
i = 1, 4 ìåðîìîðôíèõ i îäíîëèñòèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi |z| < 1 i, ßêi
âiäîáðàæàþòü éîãî íà âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îáëàñòi Di, i = 1, 4, i çà-








|f ′k (0)| ≤ 1. (1.3)
Ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (1.3) äîñßãà¹òüñß äëß ñèñòåì ôóíê-
öié f 0i (z) , i = 1, 4, ßêi âiäîáðàæàþòü êðóã |z| < 1 íà ÷îòèðè êâàä-
ðàíòè i ïåðåâîäßòü òî÷êó z = 0 âiäïîâiäíî â ÷îòèðè òî÷êè ±e±ipi4 . Ç
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òî÷íiñòþ äî ïîâîðîòó íàâêîëî òî÷êè w = 0 åêñòðåìàëüíà ñèñòåìà
îáëàñòåé-îáðàçiâ ¹äèíà.
Ïiñëß öüîãî ó 1978 ðîöi â ðîáîòi [28] Â. Í. Äóáèíií óçàãàëüíèâ îäèí
ðåçóëüòàò Ã. Ï. Áàõòiíîé, ó 1987 ðîöi . Ã. Åìåëüßíîâ ðîçâ'ßçàâ äîñèòü
ñêëàäíó çàäà÷ó ç äâîìà êîëàìè [36], â 1978 ðîöi Â. Í. Äóáèíií ðîçðîáèâ
ñâié ìåòîä êóñî÷íî-ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß i ðîçâ'ßçàâ çà äîïîìîãîþ
íüîãî âåëèêó êiëüêiñòü ðiçíèõ çàäà÷ (äèâ. íàïð. [28  32]), Ã. Â. Êóçüìiíà
[42  44] òà Ñ. I. Ôåäîðîâ [65] ðîçâ'ßçàëè ðßä çàäà÷, I. Ï. Ìèòþê [56, 57]
îòðèìàâ íîâi öiêàâi ðåçóëüòàòè. Ó 90-õ ðîêàõ XX ñòîëiòòß ç'ßâèëàñß öiëà
ñåðiß ðîáiò (Ã. Â. Êóçüìiíà [45  47], Â. Í. Äóáèíií [32, 33], Ã. Ï. Áàõòiíà,
Î. Ê. Áàõòií [5, 6, 22] i iíøi). Âåëèêà êiëüêiñòü ðîáiò ïî öié òåìàòèöi
ç'ßâèëàñß âæå ó XXI ñòîëiòòi (äèâ. íàïð., Ë. Â. Êîâàëåâ [38, 39], Ã. Â.
Êóçüìiíà [48  50], . Ã. Åìåëüßíîâ [37], Â. Í. Äóáèíií [34], Î. Ê. Áàõòií
[4, 7  12, 70] òà iíøi). Îòæå, ç óñüîãî âèùåñêàçàíîãî ìè ìîæåìî çðîáèòè
âèñíîâîê, ùî çàðàç öåé êëàñè÷íèé íàïðßì ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié
ïåðåæèâà¹ áóðõëèâèé ðîçâèòîê.
1.2. Äåßêi ôàêòè òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ äèôå-
ðåíöiàëiâ
Â öié îáëàñòi ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹òüñß òåîðiß êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåí-
öiàëiâ, ßêà áóëà ðîçâèíóòà ó ðîáîòi [27]. Òîìó â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè íà-
âåäåìî îñíîâíi ïîíßòòß ç òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöiàëiâ, ßêi áóäóòü
âèêîðèñòîâóâàòèñß ó äèñåðòàöi¨.
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Îçíà÷åííß 1.1. ([27]). Íåõàé E  îði¹íòîâíà ðiìàíîâà ïîâåðõíß. Ìè áó-
äåìî êàçàòè, ùî íà E âèçíà÷åíî êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë, ßêùî êîæ-
íîìó ëîêàëüíîìó ïàðàìåòðó z ïîâåðõíi E ïîñòàâëåíî ó âiäïîâiäíiñòü äå-
ßêó ôóíêöiþ Q (z), ìåðîìîðôíó ó âiäïîâiäíîìó îêîëi i, ßêà çàäîâîëüíß¹
íàñòóïíié óìîâi. ßêùî z∗  iíøèé ëîêàëüíèé ïàðàìåòð äëß E i Q∗ (z∗) 
òàêà æ ôóíêöiß äëß z∗, ïðè÷îìó îêîëè, âiäïîâiäíi z i z∗ ïåðåòèíàþòüñß,
òî â ñïiëüíèõ òî÷êàõ öèõ îêîëiâ






Êâàäðàòè÷íi äèôåðåíöiàëè áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì Q (z) dz2. Òî÷êà
P ïîâåðõíi E íàçèâà¹òüñß íóëåì àáî ïîëþñîì ïîðßäêà k äèôåðåíöiàëó
Q (z) dz2, ßêùî äëß êîæíîãî ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðó z âîíà çîáðàæó¹òüñß
òî÷êîþ, ßêà âîëîäi¹ âiäïîâiäíîþ âëàñòèâiñòþ âiäíîñíî Q (z) . Ñóêóïíiñòü
íóëiâ òà ïðîñòèõ ïîëþñiâ áóäåìî íàäàëi ïîçíà÷àòè C, à ñóêóïíiñòü ïî-
ëþñiâ äðóãîãî ïîðßäêó  H.
Â íàøié ðîáîòi ìè áóäåìî ïðàöþâàòè ç êâàäðàòè÷íèìè äèôåðåíöiàëà-
ìè, ßêi ìàþòü îñîáëèâi òî÷êè, ùî ¹ àáî íóëßìè, àáî ïðîñòèìè ïîëþñàìè,
àáî ïîëþñàìè äðóãîãî ïîðßäêó.
Îçíà÷åííß 1.2. ([27]). Íåõàé E îði¹íòîâíà ðiìàíîâà ïîâåðõíß.Q (z) dz2
 êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë, çàäàíèé íà E. Ìàêñèìàëüíà ðåãóëßðíà
êðèâà, íà ßêié Q (z) dz2 > 0, íàçèâà¹òüñß òðà¹êòîði¹þ äèôåðåíöiàëó
Q (z) dz2. Ìàêñèìàëüíà ðåãóëßðíà êðèâà, íà ßêié Q (z) dz2 < 0, íàçè-
âà¹òüñß îðòîãîíàëüíîþ òðà¹êòîði¹þ äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2.
Îçíà÷åííß 1.3. ([27]). ÌíîæèíàK íà E íàçèâà¹òüñß F -ìíîæèíîþ (âiä-
íîñíî Q (z) dz2), ßêùî âñßêà òðà¹êòîðiß äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2, ßêà ïå-
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ðåòèíà¹òüñß ç K, ïîâíiñòþ íàëåæèòü K.
Îçíà÷åííß 1.4. ([27]). Êðóãîâîþ îáëàñòþ D (âiäíîñíî Q (z) dz2) íàçè-
âà¹òüñß ìàêñèìàëüíà çâ'ßçíà âiäêðèòà F -ìíîæèíà íà E, ßêà çàäîâîëüíß¹
íàñòóïíèì âëàñòèâîñòßì:
1) D ìiñòèòü ¹äèíèé ïîäâiéíèé ïîëþñ A äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2;
2) D\A çàïîâíåíà òðà¹êòîðißìè äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2, êîæíà ç ßêèõ
ïðåäñòàâëß¹ ñîáîþ æîðäàíîâó êðèâó, ßêà âiäîêðåìëþ¹ A âiä ãðàíèöi D.








äîïîâíåíà çíà÷åííßì íóëü â òî÷öi A, âiäîáðàæà¹ D êîíôîðìíî íà êðóã
|w| < R, ïðè÷îìó A ïåðåõîäèòü â òî÷êó w = 0.
Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð òåîðåìó, ßêà õàðàêòåðèçó¹ ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié
êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëóQ (z) dz2 â äåßêîìó îêîëi íóëß àáî ïðîñòîãî
ïîëþñà.
Òåîðåìà 1.5. ([27]). ßêà á íå áóëà òî÷êà P ∈ C ïîðßäêó µ (ßêùî P 
íóëü, òî µ > 0 i äîðiâíþ¹ ïîðßäêó öüîãî íóëß; µ = −1, ßêùî P  ïðî-
ñòèé ïîëþñ), iñíó¹ îêië N öi¹¨ òî÷êè íà E i ãîìåîìîðôíå âiäîáðàæåííß
N íà êðóã |w| < 1, ïðè ßêîìó ìàêñèìàëüíà äóãà êîæíî¨ òðà¹êòîði¨
iç N ïåðåõîäèòü ó âiäêðèòó äóãó, íà ßêié Imw µ+22 ñòàëà. Iñíó¹ µ + 2
òðà¹êòîði¨ ç êiíößìè â P i ç ãðàíè÷íèìè äîòè÷íèìè íàïðßìêàìè, ßêi
ñêëàäàþòü îäèí ç îäíèì ðiâíi êóòè âåëè÷èíîþ 2piµ+2 .
Íàñòóïíà òåîðåìà õàðàêòåðèçó¹ ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî
äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2 â îêîëi ïîëþñà äðóãîãî ïîðßäêó.
Òåîðåìà 1.6. ([27]). Íåõàé P ∈ H  ïîëþñ äðóãîãî ïîðßäêó, i z 
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ëîêàëüíèé ïàðàìåòð, ïðè÷îìó òî÷öi P âiäïîâiäà¹ z = 0.
Íåõàé [Q (z)]−
1
2 ìà¹ (ïðè äåßêîìó âèáîði âiòêè êîðåíß) íàñòóïíèé
ðîçêëàä â îêîëi òî÷êè z = 0:
[Q (z)]−
1
2 = (a+ ib) z
{




äå a, b  äiéñíi, à b1, b2, ...  êîìïëåêñíi ñòàëi. Áóäîâà îáðàçiâ òðà¹ê-
òîðié äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2 â ïëîùèíi z âèçíà÷à¹òüñß òèì, ßêèé ç
òðüîõ íàñòóïíèõ âèïàäêiâ ìà¹ ìiñöå.
Âèïàäîê I: a 6= 0, b 6= 0. Äëß äîñòàòíüî ìàëîãî α > 0 îáðàç âñßêî¨
òðà¹êòîði¨, ßêà ïåðåòèíà¹ êðóã |z| < α, â îäíîìó íàïðßìi ïðßìó¹ äî
z = 0, à â iíøîìó  âèõîäèòü ç êðóãà |z| < α. I ìîäóëü, i àðãóìåíò
z çìiíþ¹òüñß ìîíîòîííî íà îáðàçi òðà¹êòîði¨ â êðóçi |z| < α. Âñßêèé
îáðàç òðà¹êòîði¨ çàêðó÷ó¹òüñß áiëß òî÷êè z = 0 i âåäå ñåáå àñèìïòî-
òè÷íî, ßê ëîãàðèôìi÷íà ñïèðàëü.
Âèïàäîê II: a 6= 0, b = 0. Äëß äîñòàòíüî ìàëîãî α > 0 îáðàç âñßêî¨
òðà¹êòîði¨, ßêà ïåðåòèíà¹ êðóã |z| < α, â îäíîìó íàïðßìi ïðßìó¹ äî
z = 0, à â iíøîìó  âèõîäèòü ç êðóãà |z| < α. Ìîäóëü z çìiíþ¹òüñß ìî-
íîòîííî íà îáðàçi òðà¹êòîði¨ â êðóçi |z| < α. Ðiçíi îáðàçè òðà¹êòîðié
ìàþòü ðiçíi ãðàíè÷íi íàïðßìêè â òî÷öi z = 0.
Âèïàäîê III: a = 0, b = 0. Äëß âñßêîãî ² > 0 ìîæíà çíàéòè òàêå
÷èñëî α (²) > 0, ùî ïðè 0 < α ≤ α (²) îáðàç òðà¹êòîði¨, ßêà ïåðåòè-
íà¹ êîëî |z| = α, ïðåäñòàâëß¹ ñîáîþ æîðäàíîâó êðèâó, ßêà íàëåæèòü
êðóãîâîìó êiëüöþ
α (1 + ²)−1 < |z| < α (1 + ²) .
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1.3. Îñíîâíi êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè, ßêi âèêîðè-
ñòîâóþòüñß â ðîáîòi
Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè íàâåäåìî ðßä êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ, ßêi âèêî-
ðèñòîâóþòüñß â ðîáîòi.
Ñïî÷àòêó ñôîðìóëþ¹ìî ðåçóëüòàò Â. Í. Äóáèíiíà 1985 ðîêó äëß ôiê-
ñîâàíèõ ïîëþñiâ, ßêèé ïiäñèëþ¹ êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò Äæ. Äæåíêiíñà
[27].
Òåîðåìà 1.7. ([29, 30]). Íåõàé Q (z) dz2  äîäàòíié êâàäðàòè÷íèé äè-
ôåðåíöiàë íà G, ðåãóëßðíèé óñþäè, çà âèêëþ÷åííßì n ïðîñòèõ ïîëþñiâ
òà m ïîëþñiâ äðóãîãî ïîðßäêó, b1, b2, ..., bm, â îêîëàõ ßêèõ â òåðìiíàõ
äåßêîãî ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà, ßêèé çîáðàæà¹ bl, l = 1, 2, ...,m ßê òî÷êó
z = 0, ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä







αl > 0, l = 1, ...,m (n ≥ 0, m ≥ 1, ìíîæèíà ïðîñòèõ ïîëþñiâ ìî-
æå áóòè ïîðîæíß). Äëß n = 0, m = 2 i G = C îäíî÷àñíî íåõàé G1 i
G2  äîâiëüíi îáëàñòi îáìåæåíi îäíîþ i òîþ æ òðà¹êòîði¹þ êâàäðà-
òè÷íîãî äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2. Â iíøèõ âèïàäêàõ íåõàé G ¹ âíóòðiø-
íiì çàìèêàííßì êðóãîâèõ îáëàñòåé G1, G2, ..., Gm, âiäïîâiäíèõ ïîëþñàì
b1, b2, ..., bm. Òîäi äëß äîâiëüíèõ îáëàñòåé D1, D2, ..., Dm, bl ∈ Dl ⊂ G,
l = 1, 2, ...,m, îá'¹äíàííß ßêèõ ìiñòèòü íå áiëüøå, íiæ ñêií÷åíå ÷èñ-
ëî çàìèêàíü îðòîãîíàëüíèõ òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó
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Q (z) dz2, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
m∏
k=1
rαl (Dl, al) ≤
m∏
k=1
rαl (Gl, al) . (1.4)
ßêùî, äîäàòêîâî, îáëàñòi Dl, l = 1, ...,m ìàþòü êëàñè÷íi ôóíêöi¨ Ãði-
íà, òî ðiâíiñòü â (1.4) äîñßãà¹òüñß òiëüêè ó òîìó âèïàäêó, êîëè ëiíi¨
ðiâíß öèõ ôóíêöié ñêëàäàþòüñß iç çàìèêàíü òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî
äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2. Çîêðåìà, äëß îäíîçâ'ßçíèõ îáëàñòåé D1, ..., Dm
çíàê ðiâíîñòi ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Dl = Gl, l = 1, ...,m.
Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò Â. Í. Äóáèíiíà îòðèìàíèé ó 1978 ðîöi äëß âiëü-
íèõ ïîëþñiâ íà îäèíè÷íîìó êîëi, ñóòò¹âî óçàãàëüíþ¹ âiäîìèé ðåçóëüòàò
Ã. Ï. Áàõòiíî¨ [19, 21].
Íåõàé ak, k = 1, 2, ..., n (n ≥ 3) äîâiëüíi ðiçíi òî÷êè, ßêi íàëåæàòü
îäèíè÷íîìó êîëó |z |= 1, à Dk, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 1, ..., n  äîâiëüíi
ïîïàðíî íåïåðåòèííi îáëàñòi. Ðîçãëßíåìî ôóíêöiîíàë
m∏
k=1
r (Dk, ak) .
Íåîáõiäíî çíàéòè éîãî ìàêñèìóì i âèçíà÷èòè åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðà-
öiþ. Âiäïîâiäü íà öi ïèòàííß äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.8. ([28  32]). Äëß äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê ak, k = 1, 2, ..., n
(n ≥ 3) , ßêi íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó |z |= 1, i äîâiëüíèõ ïîïàðíî










ßêùî, äîäàòêîâî, îáëàñòi Dk, k = 1, ..., n, ìàþòü êëàñè÷íi ôóíêöi¨ Ãði-
íà, òî ðiâíiñòü â (1.5) äîñßãà¹òüñß ó òîìó i òiëüêè ó òîìó âèïàäêó, êî-
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∣∣arg z − θ − 2pikn ∣∣ < pin} , k = 1, ..., n,
äå θ  äîâiëüíà äiéñíà ñòàëà.
Òåïåð ñôîðìóëþ¹ìî ðåçóëüòàòè Â. Í. Äóáèíiíà 1988 ðîêó, ßêi âiäðiç-
íß¹òüñß âiä ïîïåðåäíüîãî òèì, ùî êðiì n âiëüíèõ òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà
äîäàòêîâî ðîçãëßäàþòüñß ùå äâi ôiêñîâàíi òî÷êè z = 0, z = ∞. Òîáòî,
äëß ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê a0 := 0, ak, an+1 :=∞, k = 1, 2, ..., n (n ≥ 2), äå
ðiçíi òî÷êè ak, k = 1, 2, ..., n íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó |z |= 1, i ñèñòå-
ìè ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Dk, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 0, 1, ..., n, n+1,
ïîòðiáíî çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó
(r (D0, a0) · r (Dn+1, an+1))β ·
m∏
k=1
r (Dk, ak) ,
à òàêîæ âèçíà÷èòè åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ. Öß çàäà÷à òàêîæ áåðå
ïî÷àòîê ó ðîáîòi Ã. Ï. Áàõòiíî¨ [21]. Â öüîìó âèïàäêó ñïðàâåäëèâèé íà-
ñòóïíèé ðåçóëüòàò, ßêèé áåçïîñåðåäíüî ó éîãî ðîáîòàõ íå ñôîðìóëüîâà-
íèé, àëå ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì äîâåäåííß òåîðåìè, ßêà ðîçâ'ßçó¹ âèùå
ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó äëß β = 12 , ïðèâåäåíó ó ðîáîòàõ [28  32].
Òåîðåìà 1.9. Äëß äîâiëüíîãî äiéñíîãî 0 ≤ β ≤ 12 , i äîâiëüíèõ ðiçíèõ
òî÷îê ak, k = 1, 2, ..., n (n ≥ 2) , ßêi íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó |z |= 1
òà ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Dk, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 0, 1, ..., n+ 1
(a0 = 0, an+1 =∞) , ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
(r (D0, a0) · r (Dn+1, an+1))β ·
m∏
k=1
r (Dk, ak) ≤









äå îáëàñòi D0k, k = 0, 1, ..., n, n + 1 i òî÷êè a0k k = 1, ..., n, ¹ âiäïîâiäíî
24








z2 ((αz)n − 1)2 dz
2,
äå α  äîâiëüíà ñòàëà, |α| = 1. ßêùî, äîäàòêîâî, îáëàñòi Dk, k =
= 0, 1, ..., n, n + 1, ìàþòü êëàñè÷íi ôóíêöi¨ Ãðiíà, òî ðiâíiñòü â (1.6)
äîñßãà¹òüñß ó òîìó i òiëüêè ó òîìó âèïàäêó, êîëè îáëàñòi Dk = D0k,
k = 0, 1, ..., n, n+ 1, i òî÷êè ak = a0k, k = 1, ..., n.
Âiäìiòèìî, ùî âïåðøå â öié ðîáîòi â òåîðåìi 4.1 ïiäðîçäiëó 4.3 îòðè-
ìàíå ñóòò¹âå ïiäñèëåííß êëàñè÷íî¨ òåîðåìè 1.9.
Ðîçãëßíåìî òåïåð ðåçóëüòàò, ßêèé äà¹ ïîâíó õàðàêòåðèñòèêó åêñòðå-
ìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëß ôóíêöiîíàëó
Jα,β =
rα (B1, a1) · rβ (B2, a2) · rα (B3, a3) · rβ (B4, a4)
|a1 − a3|2α · |a2 − a4|2β
, (1.7)
ßêèé ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî äîâiëüíîãî êîíôîðìíîãî àâòîìîðôiçìó êîì-
ïëåêñíîãî ïëîùèíè äëß ÷îòèðüîõ âiëüíèõ ïîëþñiâ ak, k = 1, 4, ùî íàëå-
æàòü îäèíè÷íîìó êîëó |w| = 1. Öåé ðåçóëüòàò îòðèìàíèé ó 2001 ðîöi
Î. Ê. Áàõòiíèì. Äëß öüîãî ðåçóëüòàòó ïîòðiáíî ïîíßòòß ëîãàðèôìi÷íî¨
¹ìíîñòi ìíîæèíè  cap e, ßêå ìîæíà âçßòè iç ðîáîòè [32].
Òåîðåìà 1.10. ([4, 8, 9]). Íåõàé a1, a2, a3, a4 äîâiëüíi ðiçíi òî÷êè
îäèíè÷íîãî êîëà òàêi, ùî
0 = arg a1 < arg a2 < arg a3 < arg a4 < 2pi.




Bm = ø, k 6= m, k,m = 1, 4,
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ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, 4,
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
rα (B1, a1) · rβ (B2, a2) · rα (B3, a3) · rβ (B4, a4)








) · rβ (B02 , a02) · rα (B03 , a03) · rβ (B04 , a04)
|a01 − a03|2α · |a02 − a04|2β
, (1.8)
äå a01 = 1, a02 = i, a03 = −1, a04 = −i, à îáëàñòi B0k, k = 1, 4 ¹ êðóãîâèìè
îáëàñòßìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó
Q(w)dw2 =
(β − α)w4 − 2 (β + α)w2 + (β − α)
(w4 − 1)2 dw
2. (1.9)
Ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (1.8), ç òî÷íiñòþ äî ïîâîðîòó
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, äîñßãà¹òüñß òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ak = ik+3, Bk = B0k \ ek, äå cap ek = 0, ak∈ek, k = 1, 4.
Ñëiä âiäìiòèòè, ùî ðåçóëüòàò òåîðåìè 1.10, ç ïåðøîãî ïîãëßäó, äîñèòü
áëèçüêèé äî ðåçóëüòàòiâ Ã. Â. Êóçüìiíî¨ [48  50] òà . Ã. Åìåëüßíîâà [37],
àëå íà ñàìîìó äiëi, âií ñóòò¹âî âiäðiçíß¹òüñß âiä öèõ ðåçóëüòàòiâ òèì, ùî
ôóíêöiîíàë (1.7) íå ¹ êîìïàêòíèì íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi, à äî-
ñßãà¹ êîìïàêòíîñòi íà îäèíè÷íîìó êîëi çà ðàõóíîê ââåäåíîãî ïîðßäêó
òî÷îê ak, k = 1, 4, òîäi ßê ó çãàäàíèõ âèùå ðîáîòàõ [38], [49  51] ðîçãëß-
äàþòüñß ôóíêöiîíàëè êîìïàêòíi íà âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi. (Òóò ìè
ïîíßòòß êîìïàêòíîñòi ôóíêöiîíàëó íà ìíîæèíi M ðîçóìi¹ìî íàñòóïíèì
÷èíîì: åêñòðåìàëüíi êîíôiãóðàöi¨ ôóíêöiîíàëó iñíóþòü i ¹ íåâèðîäæåíè-
ìè, òîáòî æîäíà åêñòðåìàëüíà îáëàñòü íå ñòßãó¹òüñß â òî÷êó, ïðè óìîâi,
ùî ïîëþñè íàëåæàòü ìíîæèíi M).
Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò îòðèìàíèé äëß äâîõ âiëüíèõ ïîëþñiâ, ßêi íàëå-
æàòü äâîì áàãàòîçâ'ßçíèì îáëàñòßì, ùî ìiñòßòüñß â îäèíè÷íîìó êðóçi.
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Âií áåçïîñåðåäíüî ñëiäó¹ ç òåîðåìè 1.7 òà âiäïîâiäíîãî ðåçóëüòàòó ðîáîòè
[44] äëß îäíîçâ'ßçíèõ îáëàñòåé.
Òåîðåìà 1.11. Äëß äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê a1, a2, i äîâiëüíèõ ïîïàð-
íî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Dk, ak ∈ Dk ⊂ U := {w : |w| ≤ 1} , k = 1, 2,
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü







) · r (D02, a02)
|a01 − a02|2
,
äå a0k = (−1)k+1 ·
(√






ζ2 − (√2− 1)2)2 (1− ζ2 (√2− 1)2)2dζ2.
1.4. Ìåòîä êóñî÷íî-ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåí-
íß
Ìåòîä êóñî÷íî-ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ ìåòî-
äiâ äîñëiäæåííß, ùî âèêîðèñòîâóþòüñß ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi. Âií áóâ
ðîçðîáëåíèé Â. Í. Äóáèíiíèì ó ðîáîòàõ [28  32]. Ìè ó öié ðîáîòi áó-
äåìî âèêîðèñòîâóâàòè òiëüêè ÷àñòêîâi âèïàäêè öüîãî äîñèòü çàãàëüíîãî
ìåòîäó. Ïåðåéäåìî äî îïèñàííß öèõ âèïàäêiâ.
Ðîçãëßíåìî ñèñòåìó n + 2 ðiçíèõ òî÷îê ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëî-
ùèíè 0, b1, b2, ..., bn,∞ òàêèõ, ùî
0 = arg b1 < arg b2 < ... < arg bn < 2pi.
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Ââåäåìî ïîçíà÷åííß
bn+1 := b1, b0 := bn, σk :=
1
pi
(arg bk+1 − arg bk) , k = 1, n− 1,
σn := σ0 :=
1
pi




σk = 2. Íåõàé
Mk := {z : arg bk < arg z < arg bk+1} , k = 1, 2, ..., n,
M0 :=Mn, Mn+1 :=M1.
Òîäi ñiìåéñòâî ôóíêöié




σk , k = 1, 2, ..., n, ζ0 := ζn, ζn+1 := ζ1
êîíôîðìíî i îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ îáëàñòi Mk, k = 1, 2, ..., n íà ïðàâó
ïiâïëîùèíó Re ζ > 0 òàêèì ÷èíîì, ùî âèêîíóþòüñß íàñòóïíi àñèìïòî-
òè÷íi ðiâíîñòi:





−1 |z − bm| , z ∈Mk, z → bm,
k = 1, 2, ..., n, m = k, k + 1;
|ζk (z)| = |z|
1
σk , z ∈Mk z → 0, z →∞.
Íåõàé {Dk}n+1k=0  ñiìåéñòâî òàêèõ îáëàñòåé, ùî
0 ∈ D0 ⊂ C, bk ∈ Dk ⊂ C, k = 1, n, ∞ ∈ Dn+1 ⊂ C.
Dk
⋂
Dm = ø, k 6= m, k,m = 0, 1, ..., n, n+ 1
Òîäi ïîçíà÷èìî ÷åðåç G(1)k , k = 1, n îá'¹äíàííß çâ'ßçíî¨ êîìïîíåíòè
ìíîæèíè ζk (Dk
⋂
Mk), ßêà ìiñòèòü òî÷êó ζk (bk) , k = 1, n ç ¨¨ âiäî-






îá'¹äíàííß çâ'ßçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè ζk−1 (Dk
⋂
Mk−1), ßêà ìiñòèòü
òî÷êó ζk−1 (bk) , k = 1, n ç ¨¨ âiäîáðàæåííßì âiäíîñíî óßâíî¨ âiñi. Ñiìåé-









ìî ðåçóëüòàòîì ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß îáëàñòi Dk âiäíîñíî ñiìåéñòâà
äâîõ ôóíêöié {ζk, ζk−1} , k = 1, n.
Àíàëîãi÷íî íàçâåìî ðåçóëüòàòîì ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß îáëàñòi
D0 âiäíîñíî ñiìåéñòâà ôóíêöié {ζk}nk=1, ñiìåéñòâî ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñ-
íî óßâíî¨ âiñi îáëàñòåé G(0)k , k = 1, n, ßêi îòðèìàíi îá'¹äíàííßì çâ'ßçíî¨
êîìïîíåíòè ìíîæèíè ζk (D0
⋂
Mk), ßêà ìiñòèòü òî÷êó 0, k = 1, n ç ¨¨
âiäîáðàæåííßì âiäíîñíî óßâíî¨ âiñi; à ðåçóëüòàòîì ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâî-
ðåííß îáëàñòi Dn+1 âiäíîñíî ñiìåéñòâà ôóíêöié {ζk}nk=1, ñiìåéñòâî ñè-
ìåòðè÷íèõ âiäíîñíî óßâíî¨ âiñi îáëàñòåé G(∞)k , k = 1, n, ßêi îòðèìàíi
îá'¹äíàííßì çâ'ßçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè ζk (Dn+1
⋂
Mk), ßêà ìiñòèòü
òî÷êó ∞, k = 1, n ç ¨¨ âiäîáðàæåííßì âiäíîñíî óßâíî¨ âiñi.














Â öüîìó âèïàäêó, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.12. Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi íåðiâíîñòi



























∀k = 1, 2, ..., n,
(1.10)

























Ïðè÷îìó, ßêùî äëß îáëàñòåé Dk, k = 0, n+ 1 iñíóþòü êëàñè÷íi ôóíêöi¨
Ãðiíà, òî â íåðiâíîñòßõ (1.10) äîñßãà¹òüñß çíàê ðiâíîñòi òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè îáëàñòi Dk, k = 1, n âiäïîâiäíî ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ïðßìèõ
z = ρ · exp{i · 2pin (k − 1)} , ρ > 0, k = 1, n; à â íåðiâíîñòßõ (1.11) i
(1.12) âiäïîâiäíî òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáëàñòi D0 i Dn+1 ñèìåòðè÷íi
âiäíîñíî ñiìåéñòâà ïðßìèõ z = ρ · exp{i · 2pin (k − 1)} , ρ > 0, k = 1, n.
Â äåßêèõ âèïàäêàõ, çàìiñòü ïiâïëîùèíè Re ζ > 0 ìè áóäåìî ðîçãëß-
äàòè êðóã îäèíè÷íîãî ðàäióñà. Òîìó çàðàç ðîçãëßíåìî ìåòîä êóñî÷íî-
ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß Â. Í. Äóáèíiíà äëß öüîãî âèïàäêó.
Â çâ'ßçêó ç âèùåñêàçàíèì, ðîçãëßíåìî ñiìåéñòâî ôóíêöié
ξk (z) , k = 1, n, ξ0 (z) := ξn (z) ,
ßêå êîíôîðìíî i îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ îáëàñòiMk, k = 1, 2, ..., n íà âíóò-
ðiøíþ ÷àñòèíó îäèíè÷íîãî êðóãà U := {ξ : |ξ| < 1} òàêèì ÷èíîì, ùî
âèêîíóþòüñß íàñòóïíi àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi:
|ξk (z)− ξk (bm)| ∼ βm · |z − bm| , z ∈Mk, z → bm,
k = 1, 2, ..., n, m = k, k + 1;
|ξk (z)− ξk (0)| ∼ β0 · |z|
1
σk , z ∈Mk, z → 0,
|ξk (z)− ξk (∞)| ∼ β∞ · |z|−
1
σk , z ∈Mk, z →∞,
äå βm, k = 1, n, β0, β∞  äåßêi äîäàòíi ÷èñëà i βn+1 := β1.
Íåõàé ñiìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Dk}n+1k=0 òàêå æ ßê i
ðàíiøå.
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Òîäi ïîçíà÷èìî ÷åðåç G(2)k , k = 1, n îá'¹äíàííß çâ'ßçíî¨ êîìïîíåí-
òè ìíîæèíè ξk (Dk
⋂
Mk), ßêà ìiñòèòü òî÷êó ξk (bk) , k = 1, n ç ¨¨ ií-
âåðñi¹þ âiäíîñíî êîëà |ξ| = 1, à ÷åðåç G(4)k−1, k = 1, n, G(4)0 := G(4)n
îá'¹äíàííß çâ'ßçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè ξk−1 (Dk
⋂
Mk−1), ßêà ìiñòèòü
òî÷êó ξk−1 (bk) , k = 1, n ç ¨¨ iíâåðñi¹þ âiäíîñíî êîëà |ξ| = 1. Ñiìåéñòâî









ðåçóëüòàòîì ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß îáëàñòi Dk âiäíîñíî ñiìåéñòâà
äâîõ ôóíêöié {ζk, ζk−1} , k = 1, n.
Àíàëîãi÷íî, íàçâåìî ðåçóëüòàòîì ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß îáëàñòi
D0 âiäíîñíî ñiìåéñòâà ôóíêöié {ξk}nk=1, ñiìåéñòâî ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî
êîëà |ξ| = 1 îáëàñòåé G(1)k , k = 1, n, ßêi îòðèìàíi îá'¹äíàííßì çâ'ßçíî¨
êîìïîíåíòè ìíîæèíè ξk (D0
⋂
Mk), ßêà ìiñòèòü òî÷êó ξk (0) , k = 1, n ç ¨¨
iíâåðñi¹þ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà |ξ| = 1; à ðåçóëüòàòîì ïîäiëßþ÷îãî
ïåðåòâîðåííß îáëàñòi Dn+1 âiäíîñíî ñiìåéñòâà ôóíêöié {ξk}nk=1 , ñiìåé-
ñòâî ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà |ξ| = 1 îáëàñòåé G(3)k , k =
= 1, n, ßêi îòðèìàíi îá'¹äíàííßì çâ'ßçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè
ξk (Dn+1
⋂
Mk), ßêà ìiñòèòü òî÷êó ξk (∞) , k = 1, n ç ¨¨ iíâåðñi¹þ âiäíîñíî
êîëà |ξ| = 1.













íî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé. Â öüîìó âèïàäêó ¹ ñïðàâåäëèâèì íàñòóïíèé
ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.13. Ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
















∀k = 1, 2, ..., n,
(1.13)
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Ïðè÷îìó, ßêùî äëß îáëàñòåé Dk, k = 1, n iñíóþòü êëàñè÷íi ôóíêöi¨
Ãðiíà, òî â íåðiâíîñòßõ (1.13) äîñßãà¹òüñß çíàê ðiâíîñòi òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè îáëàñòi Dk, k = 1, n âiäïîâiäíî ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ïðßìèõ
z = ρ · exp{i · 2pin (k − 1)} , ρ > 0, k = 1, n; à â íåðiâíîñòßõ (1.14) i
(1.15) âiäïîâiäíî òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáëàñòi D0 i Dn+1 ñèìåòðè÷íi
âiäíîñíî ñiìåéñòâà ïðßìèõ z = ρ · exp{i · 2pin (k − 1)} , ρ > 0, k = 1, n.
Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1
Îòæå, ó äàíîìó ðîçäiëi íàâåäåíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.
1. Äâi ôîðìè òåîðåìè Ëàâðåíòü¹âà, ßêà âèçíà÷à¹ ïîâíó åêñòðåìàëü-
íó êîíôiãóðàöiþ ôóíêöiîíàëó, ùî äîðiâíþ¹ äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ
äâîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê, ßêi íàëåæàòü êîì-
ïëåêñíié ïëîùèíi.
2. Òåîðåìà Ãîëóçèíà, ßêà âèçíà÷à¹ ïîâíó åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ
ôóíêöiîíàëó, ùî äîðiâíþ¹ äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ òðüîõ âçà¹ìíî
íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê, ßêi íàëåæàòü êîìïëåêñíié ïëî-
ùèíi.
3. Òåîðåìà Áàõòiíî¨, ßêà âèçíà÷à¹ ïîâíó åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ
ôóíêöiîíàëó, ùî äîðiâíþ¹ äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ äâîõ âçà¹ìíî
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íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ßêi íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êðóãó, âiäíîñíî äâîõ
òî÷îê.
4. Äâi òåîðåìè, ßêi õàðàêòåðèçóþòü ëîêàëüíó ñòðóêòóðó òðà¹êòîðié
êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó.
5. Òåîðåìà Äóáèíiíà äëß ôiêñîâàíèõ ïîëþñiâ, ùî íàëåæàòü êîìïëåêñ-
íié ïëîùèíi.
6. Òåîðåìà Äóáèíiíà, ßêà âèçíà÷à¹ ïîâíó åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ
ôóíêöiîíàëó, ùî äîðiâíþ¹ äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n âçà¹ìíî íåïå-
ðåòèííèõ îáëàñòåé, âiäíîñíî n òî÷îê, ßêi íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó.
7. Òåîðåìà Äóáèíiíà, ßêà âèçíà÷à¹ ïîâíó åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ
ôóíêöiîíàëó, ùî çàëåæàòü âiä äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n+2 âçà¹ìíî
íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, âiäíîñíî n òî÷îê, ßêi íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó
òà òî÷îê 0 i ∞.
8. Òåîðåìà Áàõòiíà, ßêà âèçíà÷à¹ ïîâíó åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ ií-
âàðiàíòíîãî âiäíîñíî äîâiëüíîãî êîíôîðìíîãî àâòîìîðôiçìó êîìïëåêñ-
íî¨ ïëîùèíè ôóíêöiîíàëó äëß ÷îòèðüîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé,
ùî ìiñòßòü ÷îòèðè òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà.
9. Òåîðåìó, ßêà âèçíà÷à¹ ïîâíó åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ iíâàðiàíò-
íîãî âiäíîñíî äîâiëüíîãî êîíôîðìíîãî àâòîìîðôiçìó êîìïëåêñíî¨ ïëî-
ùèíè ôóíêöiîíàëó äëß äâîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ùî íàëå-
æàòü îäèíè÷íîìó êðóãó i ìiñòßòü äâi òî÷êè.
10. Îïèñàíi ÷àñòèííi âèïàäêè ìåòîäó êóñî÷íî-ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâî-
ðåííß Â. Í. Äóáèíiíà íåîáõiäíi äëß äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.
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ÐÎÇÄIË 2
ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍI ÇÀÄÀ×I ÄËß ÐIÂÍÎÌIÐÍÈÕ
ÑÈÑÒÅÌ ÒÎ×ÎÊ
Ñêîðiøå çà âñå, âïåðøå çàäà÷i ç âiëüíèìè ïîëþñàìè íà ïðîìåíßõ ç'ßâèëèñß
â ðîáîòi [33]. Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëßäàþòüñß ðßä åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ íà
êëàñi âçà¹ìíî íåïåðåòèííî¨ ñèñòåìè îáëàñòåé ç âiëüíèìè ïîëþñàìè, ßêi
ðîçìiùåííi íà ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi. Òàêîæ, ðîçãëßäàþòüñß
òàê çâàíi êîìáiíîâàíi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i â ßêèõ äåßêi ïîëþñè ¹ ôiê-
ñîâàíèìè, à äåßêi  âiëüíèìè. Âïåðøå ïîäiáíi çàäà÷i çóñòði÷àþòüñß ó
ðîáîòàõ [19  21].
2.1. Îñíîâíi ïîíßòòß ðîçäiëó 2
Öåé ïiäðîçäië ïðèñâß÷åíèé âèâ÷åííþ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ íà ðiâíî-
ìiðíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ òî÷îê. Âïåðøå åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ç âiëüíè-
ìè ïîëþñàìè íà îäèíè÷íîìó êîëi ç'ßâèëèñß â ðîáîòàõ [19, 21]. Çà îñòàííi
20 ðîêiâ öß òåìàòèêà ïðèâåðíóëà óâàãó áàãàòüîõ ôàõiâöiâ ãåîìåòðè÷íî¨
òåîði¨ ôóíêöié: Â. Í. Äóáèíiíà [28  34], . Ã. ìåëüßíîâà [35  37], Ã. Â.
Êóçüìiíî¨ [42  50], à òàêîæ, Ë. Â. Êîâàëüîâà [38, 39] i iíøèõ. Â ïðàößõ
âèùåâêàçàíèõ àâòîðiâ âiëüíi ïîëþñè åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ çíàõîäèëèñü
íà êîëàõ. Â îñòàííié ÷àñ Î. Ê. Áàõòií îòðèìàâ ðßä ðåçóëüòàòiâ (íàïðè-
êëàä, â ðîáîòi [10]), ßêi ïiäñèëþþòü äåßêi âèùåçãàäàíi ðåçóëüòàòè Â. Í.
Äóáèíiíà, . Ã. ìåëüßíîâà, â òîìó ðîçóìiííi, ùî âiëüíi ïîëþñè âiäïî-
âiäíèõ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ¹ ñèñòåìàìè òî÷îê áiëüø çàãàëüíîãî âèäó. Â
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ïîäàëüøîìó, òàêi ñèñòåìè òî÷îê îòðèìàëè íàçâó ïðîìåíåâèõ. Âèðiøàëü-
íó ðîëü ó öèõ äîñëiäæåííßõ çiãðàâ ìåòîä ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß Â.
Í. Äóáèíiíà, ßêèé âií ââiâ ó ðîáîòàõ [28  32]. Âèßâèëîñß, ùî ìîæíà
ñôîðìóëþâàòè äîñèòü öiêàâi çàäà÷i íàâiòü ó òîìó âèïàäêè, êîëè ñèñòå-
ìà òî÷îê ìà¹ äåßêó âëàñòèâiñòü ðiâíîìiðíîñòi. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî
ïiäðîçäiëó ñôîðìóëüîâàíi â òåîðåìàõ 2.1 òà 2.2. Äëß òîãî, ùîá ñôîðìó-
ëþâàòè öi ðåçóëüòàòè ââåäåìî äåßêi îçíà÷åííß.
Íåõàé N, R, C  ñèñòåìè íàòóðàëüíèõ, äiéñíèõ òà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
âiäïîâiäíî. Ðîçãëßíåìî äîâiëüíó îáëàñòü B ⊂ C äëß ßêî¨ iñíó¹ ôóíêöiß
Ãðiíà [25, 66]. Ïðèâåäåìî ïîíßòòß, ßêå áóäå îäíèì iç îñíîâíèõ ïîíßòü ðî-
áîòè  âíóòðiøíüîãî ðàäióñà îáëàñòi B âiäíîñíî ôiêñîâàíî¨ òî÷êè a ∈ B,
ßêå âçßòå íàìè iç ðîáiò [28  32] i âiäðiçíß¹òüñß âiä êëàñè÷íîãî îçíà÷åí-
íß (äèâèñü, íàïðèêëàä [66]). Ïîçíà÷èìî ôóíêöiþ Ãðiíà äëß îáëàñòi B
ç ïîëþñîì â òî÷öi a ÷åðåç gB (w, a) . Òîäi äëß ñêií÷åíî¨ òî÷êè a ∈ B
ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà
gB (w, a) = − log |w − a|+ ι+ o (1) , w → a,
äå ι  ñòàëà Ðîáåíà îáëàñòi B. ßêùî æ a = ∞, òî ñïðàâåäëèâà òàêà
ôîðìóëà
gB (w,∞) = log |w|+ ι+ o (1) , w →∞.
Îçíà÷åííß 2.1. ([28  32]). Âåëè÷èíó exp ι áóäåìî íàçèâàòè âíóòðiøíiì
ðàäióñîì îáëàñòi B âiäíîñíî òî÷êè a ∈ B i áóäåìî ïîçíà÷àòè r (B, a) .
Âiäçíà÷èìî, ùî ïðèéíßòå âèçíà÷åííß âåëè÷èíè r (B,∞) òðîõè âiäðiç-
íß¹òüñß âiä òðàäèöiéíîãî (ñì. [66]), àëå ¹, íà íàø ïîãëßä, áiëüø ïðèðîä-
íèì.
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Îçíà÷åííß 2.2. Ïàðó (B, a) áóäåìî íàçèâàòè îáëàñòþ B ç âiäìi÷åíîþ
òî÷êîþ a ∈ B ÷è, êîðîòêî, âiäìi÷åíîþ îáëàñòþ (B, a). Áóäåìî ââàæàòè,
ùî (B1, a1) = (B2, a2) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè B1 = B2 i a1 = a2.
Îçíà÷åííß 2.3. Âíóòðiøíiì ðàäióñîì âiäìi÷åíî¨ îáëàñòi (B, a) íàçâåìî
âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B âiäíîñíî òî÷êè a.
Ðîçãëßíåìî âïîðßäêîâàíèé íàáið âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p := {(Bk, ak)}nk=1 ,
n ∈ N.
Êîæíîìó íàáîðó p = {(Bk, ak)}nk=1 ñïiâñòàâèìî íàñòóïíi âïîðßäêîâàíi
íàáîðè An := An (p) := {ak}nk=1 , Fn := Fn (p) := {Bk}nk=1 . Ñèñòåìó
An = An (p) íàçâåìî ñèñòåìîþ ïîëþñiâ p, à íàáið Fn = Fn (p)  ñèñòåìîþ
àáî íàáîðîì îáëàñòåé p.



















íßòòß ðiâíîñòi âèçíà÷èìî íàñòóïíèì ñïiââiäíîøåííßì:
















∀k = 1, n.
Îçíà÷åííß 2.4. Ñèñòåìîþ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé àáî êîðîòêî ñ. í. î.
áóäåìî íàçèâàòè ñêií÷åíèé íàáið Fn = {Bk}nk=1 , n ∈ N, n ≥ 2 äîâiëüíèõ
(âçàãàëi êàæó÷è áàãàòîçâ'ßçíèõ) îáëàñòåé òàêèõ, ùî Bk ⊂ C, Bk
⋂
Bm =
= ø ∀k 6= m, k,m = 1, n.
Îçíà÷åííß 2.5. Äëß êîæíîãî n ∈ N, n ≥ 2 ìíîæèíó âñiõ íàáîðiâ òî÷îê
An = {ak}nk=1 ⊂ C òàêèõ, ùî arg ak = 2pin (k − 1), k = 1, n ïîçíà÷èìî Λ0n.
Òàêi ñèñòåìè òî÷îê áóäåìî íàçèâàòè ðiâíîìiðíèìè ïðîìåíåâèìè ñèñòå-
ìàìè òî÷îê.
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Íà íàáîði òî÷îê An = {bk}nk=1 ∈ Λ0n âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë













Îçíà÷åííß 2.6. Ïðè n ∈ N, n ≥ 2 òà ôiêñîâàíîìó R > 0 ðîçãëßíåìî
ìíîæèíó Λ(1)2n (R) ⊂ Λ02n âñiõ íàáîðiâ A2n, ßêi çàäîâîëüíßþòü óìîâi







, k = 1, n.
Ïðè n = 2 ðîçãëßíåìî, òàêîæ ìíîæèíó íàáîðiâ
Λ∗2 =
{
A2 = {a1, a2} : {−iak}2k=1 ∈ Λ02
}
.
Îçíà÷åííß 2.7. Ïîçíà÷èìî P0n ìíîæèíó âñiõ âïîðßäêîâàíèõ íàáîðiâ
âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}n+1k=0, ßêi çàäîâîëüíßþòü óìîâàì
Fn+2 (p) = {Bk}n+1k=0 ¹ ñ. í. î. i a0 = 0, an+1 =∞, An = {ak}nk=1 ∈ Λ0n.
Îçíà÷åííß 2.8. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç êëàñ P(1)2n (R) ïiäìíîæèíó ìíîæèíè
P02k, k ∈ N âñiõ íàáîðiâ p = {(Bk, ak)}2n+1k=0 , ßêi çàäîâîëüíßþòü óìîâàì
A2n = {ak}2nk=1 ∈ Λ(1)n (R) i B2k ⊂ Ek :=
{
w : 2pin (k − 1) < argw < 2pin k
}
,
k = 1, n.
Îçíà÷åííß 2.9. Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç P(2)2n (R) òà P
(3)
2n (R) ìíîæèíè
âñiõ íàáîðiâ p = {(Bk, ak)}2nk=0 i p = {(Bk, ak)}2n+1k=1 , âiäïîâiäíî, ßêi çàäî-
âîëüíßþòü óìîâàì: F2n+1 (p) = {Bk}2nk=0 i F2n+1 (p) = {Bk}2n+1k=1 ¹ ñ. í. î.,
a0 = 0, a2n+1 =∞, A2n = {ak}2nk=1 ∈ Λ(1)n (R) i B2k ⊂ Ek =
=
{
w : 2pin (k − 1) < argw < 2pin k
}
, k = 1, n.
Îçíà÷åííß 2.10. Íåõàé P̂0n ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ âïîðßäêîâàíèõ íà-
áîðiâ p = {(Bk, ak)}nk=1 òàêèõ, ùî Fn (p) ¹ ñ. í. î. òà An (p) ∈ Λ0n.
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Îçíà÷åííß 2.11. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P̂(1)2n (R) ìíîæèíó âñiõ íàáîðiâ p =
= {(Bk, ak)}2nk=1 òàêèõ, ùî F2n (p) = {Bk}2nk=1 ¹ ñ. í. î., A2n = {ak}2nk=1 ∈
∈ Λ(1)n (R) i B2k ⊂ Ek =
{
w : 2pin (k − 1) < argw < 2pin k
}
, k = 1, n.
Îçíà÷åííß 2.12. Íåõàé P∗2 ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó óñiõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ
îáëàñòåé {(B0, a0) , (B1, a1) , (B2, a2) , (B3, a3)} òàêèõ, ùî {B0, B1, B2, B3}
 ñ. í. î. òà a0 = 0, a3 =∞, {a1, a2} ∈ Λ∗2.
Ââåäåìî òåïåð ïîíßòòß îïåðàöi¨ çàïîâíåííß íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ êîì-
ïîíåíò, ßêà ââåäåíà â ðîáîòàõ [8, ñ. 8].
Íåõàé, ßê i ðàíiøå p = {(Bk, ak)}nk=1 ∈ P0n, Fn = {Bk }nk=1, Bk ⊂ C,
k = 1, 2, ..., n, An = {ak }nk=1. Áóäü-ßêié îáëàñòi Bk, k = 1, 2, ..., n íàáî-





, äå K  âiäïîâiäíà ìíîæèíà iíäåêñiâ. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç T0 (Bk) = {t1, t2, ..., tϑ} = {tk}ϑk=1 , ϑ ∈ N, ϑ ≤ (n− 1)
ñêií÷åíèé íàáið òèõ i òiëüêè òèõ åëåìåíòiâ ñóêóïíîñòi T (Bk) , äëß ßêèé
âèêîíàíi óìîâè: tk
⋂
An 6= ø, k = 1, 2, ..., ϑ. ßñíî, ùî ïðè êîæíîìóm 6= k,
m = 1, 2, ..., n çíàéäåòüñß òàêå k0, k0 = 1, 2, ..., ϑ, ùî Bm ⊂ tk0. Åëåìåí-





. Âñi iíøi êîìïîíåíòè ç ìíîæèíè T (Bk) \T0 (Bk) áóäå-




íî, ùî B˜k  îáëàñòü. Ïåðåõiä âiä îáëàñòi Bk äî îáëàñòi B˜k, k = 1, 2, ..., n
áóäåìî íàçèâàòè îïåðàöi¹þ çàïîâíåííß íåñóòò¹âèõ, ùîäî ñèñòåìè p ∈ P0n,








B˜j = ø, k 6= j, k, j = 1, 2, ..., n i





∈ P0n áóäåìî íàçè-
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âàòè ðåçóëüòàòîì âèêîíàííß îïåðàöi¨ çàïîâíåííß íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ
êîìïîíåíò ñèñòåìè p = {(Bk, ak)}nk=1 ∈ P0n.
2.2. Îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ íà êëàñàõ P∗2 ,P0n òà
P̂0n
Äëß äîâiëüíîãî α ∈ R, α ≥ 0 íà êëàñi P0n âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë
Jn = Jn (p) = (r (B0, 0) · r (Bn+1,∞))α ·
n∏
k=1
r (Bk, ak) , (2.1)
äå r (Bk, ak)  âíóòðiøíié ðàäióñ âiäìi÷åíî¨ îáëàñòi (Bk, ak), k = 1, n.




r (Bk, ak) . (2.2)
Ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíó çàäà÷ó.
Çàäà÷à 2.1. Äëß äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííß µ = µ0, 0 < µ0 <∞
çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (2.1) íà êëàñi P0n i âèçíà÷èòè òàêi âiäìi-
÷åíi îáëàñòi p ∈ P0n íà ßêèõ öåé ìàêñèìóì äîñßãà¹òüñß.
Âïåðøå çàäà÷ó 2.1 ðîçãëßäàâ Â. Í. Äóáèíií [30], ïðè óìîâi, ùî òî÷êè
çíàõîäßòüñß íà îäèíè÷íîìó êîëi. Â ïîäàëüøîìó, âåëèêó óâàãó âèâ÷åííþ
öi¹¨ çàäà÷i ïðèäiëèëè . Ã. ìåëüßíîâ i Ã. Â. Êóçüìiíà. Ïî÷èíàþ÷è ç 2000
ðîêó öi àâòîðè îòðèìàëè ðßä óçàãàëüíåíü öi¹¨ çàäà÷i [37, 48  50]. Òàêîæ,
öß çàäà÷à ðîçãëßäàëàñß â ðîáîòi Î. Ê. Áàõòiíà [10], ßêèé çàïðîïîíóâàâ
íîâó ¨¨ ïîñòàíîâêó, ðîçìiñòèâøè òî÷êè íà ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ.
Ïåðåä òèì ßê ïðèñòóïèòè äî ðîçâ'ßçóâàííß çàäà÷i 2.1 ñôîðìóëþ¹ìî i
äîâåäåìî íàñòóïíó ëåìó.
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Ëåìà 2.1. Ïðè äîâiëüíèõ τ1 ≥ 0, τ2 ≥ 0, τ1 + τ2 > 0 íà êëàñi P∗2
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
(r (B0, 0) r (B3,∞))τ1 ·
(
r (B1, a1) r (B2, a2)
| a1 − a2 |2
)τ2
≤









































2 = −ih2 , à B0s ,



















)2 dw2 ∀h > 0. (2.4)
Çíàê ðiâíîñòi â (2.3) ðåàëiçó¹òüñß òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p˜ = p0 i
ìíîæèíà âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ êîìïîíåíò ñèñòåìè p ìà¹ ëîãà-
ðèôìi÷íó ¹ìíiñòü ðiâíó íóëþ.
Äîâåäåííß ëåìè 2.1, à îòæå i íåðiâíiñòü 2.3, áåçïîñåðåäíüî ñëiäó¹ ç
òåîðåìè 1.10 (äèâ., òàêîæ, òåîðåìó 1 [8, 9]) òà iíâàðiàíòîñòi ôóíêöiîíà-






ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííß êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íà ñåáå. Êâàäðàòè÷íèé äè-
ôåðåíöiàë (2.4) ëåãêî îòðèìàòè ç êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (1.9) çà-
ìiíîþ çìiííî¨. Ëåìà 2.1 äîâåäåíà.
Ðiøåííß çàäà÷i 2.1 äà¹ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.1. Äëß äîâiëüíèõ α ≥ 0, n ∈ N, n ≥ 3, µ0, 0 < µ0 < ∞ i
âñiõ íàáîðiâ p ∈ P0n ç çíà÷åííßì µ = µ0 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü






















, à B0s ,
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n2 − 2α)wn + αµ20
w2 (wn − µ0)2
dw2. (2.6)
Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (2.5) äîñßãà¹òüñß òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
p˜ = p0, i ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü ìíîæèíè âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ
êîìïîíåíò p ðiâíà íóëþ.
Äîâåäåííß òåîðåìè 2.1. Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.1 âèêîðèñòà¹ìî ìå-
òîä êóñî÷íî-ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß, ðîçðîáëåíîãî Â. Í. Äóáèíiíèì
(äèâ. íàïð., [28  32]). Íåõàé Ek = {w : 2pin (k − 1) < argw < 2pin k},
k = 1, 2, ..., n. Ôóíêöiß
pik = (−1)k · i · w n2 (2.7)
îäíîëèñòî i êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ îáëàñòü Ek íà ïðàâó ïiâïëîùèíó
∀k = 1, 2, ..., n.
Ç ðiâíîñòåé (2.7), ëåãêî áà÷èòè, ùî




2−1 |w − am| , w → am,
k = 1, 2, ..., n−1, m = k, k+1;
(2.8)




2−1 |w − am| , w → am, m = 1, n;
|pik (w)| = |w|
n
2 , w → 0, w →∞.
Ïîçíà÷èìî:
pik (ak) =: ω
(1)
k , pik (ak+1) =: ω
(2)
k , k = 1, 2, ..., n− 1; (2.9)
pin (an) =: ω
(1)
n ; pin (a1) =: ω
(2)
n ; Bn+1 =: B∞. (2.10)
41
Ðåçóëüòàòè ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß [28  32] îáëàñòåé B0 òà B∞













. Ðåçóëüòàò ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß îáëàñòiBk, k = 2, 3, ..., n,









ëàñòiB1 ðåçóëüòàòîì ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß âiäíîñíî ñiìåéñòâà ôóíê-








. Òàêèì ÷èíîì, ñóêóïíiñòü





























∈ P∗2, k =
= 1, 2, ..., n.
Ñèñòåìó νk ∈ P∗2, k = 1, 2, ..., n íàçâåìî ðåçóëüòàòîì ïîäiëßþ÷îãî ïå-
ðåòâîðåííß åëåìåíòà p ∈ P0n âiäíîñíî ñèñòåìè êóòiâ Ek. Ïîáóäîâàíèé
ñèñòåìi νk, k = 1, 2, ..., n âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà ν˜k ∈ P∗2, äå ν˜k  ðåçóëüòàò
îïåðàöi¨ çàïîâíåííß åëåìåíòà νk.
Ç òåîðåìè 1.9 [32] (äèâ. òàêîæ [30], [31]) òà ñïiââiäíîøåíü (2.8)  (2.10)
îòðèìà¹ìî íàñòóïíi íåðiâíîñòi:








































































âèïàäêè ðåàëiçàöi¨ ðiâíîñòi â íåðiâíîñòßõ (2.11) ïîâíiñòþ ðîçãëßíóòî â
òåîðåìi 1.9 [32], òà ïðàößõ [30], [31].
Íåðiâíîñòi (2.11) äîçâîëßþòü îòðèìàòè îöiíêó ôóíêöiîíàëó (2.1) íà
êëàñi P0n
Jn (p) = (r (B0, 0) · r (Bn+1,∞))α ·
n∏
k=1




























































































































































































































































































































































































































Ç ôîðìóë (2.9), (2.10) òà ôóíêöi¨ (2.7) îòðèìà¹ìî âèðàçè
ω
(1)
k = (−1)k ia
n
2








(k − 1) i
)
=
= (−1)k i | ak |n2 exp (ipi (k − 1)) = −i | ak |n2 , k = 1, n, (2.17)
ω
(2)
k = (−1)k ia
n
2















Çãiäíî ôîðìóë (2.17), (2.18) ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi
| ak |n2 + | ak+1 |n2= | ω(1)k − ω(2)k |, k = 1, n− 1, (2.19)
| an |n2 + | a1 |n2= | ω(1)n − ω(2)n | .
Êîðèñòóþ÷èñü ñïiââiäíîøåííßìè (2.17)  (2.19), ç íåðiâíîñòi (2.16), à






















































































Äëß ïîäàëüøî¨ îöiíêè âèðàçó (2.20) ñêîðèñòà¹ìîñß ëåìîþ 2.1.
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3  êðóãîâi îáëàñòi, à ω01, ω02  ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôå-
ðåíöiàëó (2.4).











































))τ1 ·(r (D01, ω01) r (D02, ω02)|ω01 − ω02|2
)τ2
∀k = 1, 2, ..., n.
(2.23)
2. Ðåàëiçó¹òüñß çíàê ðiâíîñòi â óñiõ íåðiâíîñòßõ ñèñòåìè (2.11).
Ç ïóíêòó 1 ñèñòåìè (2.23), âðàõîâóþ÷è (2.9), (2.10) i ëåìó 2.1 áåçïîñå-
ðåäíüî îòðèìà¹ìî ∣∣∣ω(1)k ∣∣∣ = ∣∣∣ω(2)k ∣∣∣ ∀k = 1, 2, ..., n. (2.24)
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2 ∀k = 1, 2, ..., n− 1. (2.25)
Ñïiââiäíîøåííß (2.25) ìîæíà çâåñòè äî âèãëßäó
|a1| = |a2| = ... = |an| . (2.26)
Òàêèì ÷èíîì, ç óìîâè 1 ñèñòåìè (2.23) íåîáõiäíî ñëiäó¹ ðiâíiñòü (2.26).
Òîäi ç ôîðìóëè (2.26) i âèçíà÷åííß ÷èñëà µ îòðèìà¹ìî, ùî
|ak| = n√µ0 ∀k = 1, 2, ..., n. (2.27)
Ó âiäïîâiäíîñòi ç ôîðìóëîþ (2.27), ìà¹ìî
ν˜k = ν0 ∀k = 1, 2, ..., n. (2.28)
ßê ñëiäó¹ ç òåîðåìè 1.9 ïðàöi [32] ñïiââiäíîøåííß (2.28) çàáåçïå÷óþòü
âèêîíàííß óìîâ ïóíêòó 2 ñèñòåìè (2.23).
Çäiéñíèâøè çàìiíó ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðó ïî ôîðìóëi ζ = iw n2 â êâàä-
ðàòè÷íîìó äèôåðåíöiàëi (2.4) îòðèìà¹ìî êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë (2.6).
Â ðåçóëüòàòi ñïiâñòàâëåíü ñïiââiäíîøåíü (2.23)  (2.28) òà ëåìè 2.1,
ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (2.22) äîñßãà¹òüñß
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p˜ = p0, äå p˜  ðåçóëüòàò çàïîâíåííß åëåìåíòà
p ∈ P0n, ïðè÷îìó ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü ìíîæèíè âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðà-
íè÷íèõ êîìïîíåíò ðiâíà íóëþ.
Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííß (2.21) i âèêîðèñòàâøè òåîðåìó Ëàâðåíòü-
¹âà Ì. À. [52], ç äîâåäåííß òåîðåìè 2.1 âèïëèâà¹ ¨¨ âiðíiñòü ïðè α = 0.
Òåîðåìà 2.1 äîâåäåíà.
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Â çàäà÷i 2.1 ìè ðîçãëßäàëè òiëüêè íàáîðè An ∈ Λ0n äëß ßêèõ µ (An) =
= µ0, äå µ0 äåßêå ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî, 0 < µ0 <∞.
Òåïåð íàáið An ∈ Λ0n ìè íå áóäåìî ôiêñóâàòè, òîáòî íåõàé öåé íàáið
ìà¹ ïåâíó "ñâîáîäó". Ðîçãëßäà¹ìî åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó.
Çàäà÷à 2.2. Äëß ðiçíèõ íàáîðiâ An ∈ Λ0n çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó
(2.1) i âèçíà÷èòè âñi åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P0n ïðè óìîâi, ùî
µ (An) ≤ µ0, äå µ0 äåßêå ôiêñîâàíå äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî.
Â öüîìó âèïàäêó ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ßêèé áåçïîñåðåäíüî
ñëiäó¹ ç òåîðåìè 2.1.
Íàñëiäîê 2.1. Äëß äîâiëüíèõ α ≥ 0, µ0, 0 < µ0 < ∞, n ∈ N, n ≥ 3 i
âñiõ íàáîðiâ p ∈ P0n òàêèõ, ùî
µ (An) ≤ µ0
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü























, à B0s ,





n2 − 2α)wn + αµ20
w2 (wn − µ0)2
dw2.
Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (2.29) äîñßãà¹òüñß òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
p˜ = p0, i ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü ìíîæèíè âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ
êîìïîíåíò p ðiâíà íóëþ.
Ïðè α = 0 ç íàñëiäêó 2.1 ñëiäó¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ßêèé äà¹ îöiíêó
çâåðõó ôóíêöiîíàëó 2.2.
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Íàñëiäîê 2.2. Äëß äîâiëüíèõ n ∈ N, n ≥ 3, µ0, 0 < µ0 < ∞ i âñiõ
íàáîðiâ p ∈ P̂0n òàêèõ, ùî
µ (An) ≤ µ0
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü















, à B0s , s = 1, 2, ..., n  ñè-
ñòåìà êðóãîâèõ îáëàñòåé êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó




Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (2.30) äîñßãà¹òüñß òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
p˜ = p0 i ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü ìíîæèíè âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ
êîìïîíåíò p ðiâíà íóëþ.
Íàñòóïíèé íàñëiäîê ìîæíà îòðèìàòè ç íàñëiäêó 2.1 ïiäíîñß÷è íåðiâ-
íiñòü (2.29) äî äåßêîãî ñòåïåíß β ≥ 0 i ââîäß÷è ïîçíà÷åííß γ := αβ.
Íàñëiäîê 2.3. Äëß äîâiëüíèõ γ ≥ 0, β ≥ 0, γ+β > 0, µ0, 0 < µ0 <∞,
n ∈ N, n ≥ 3 i âñiõ íàáîðiâ p ∈ P0n òàêèõ, ùî
µ (An) ≤ µ0
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü









































, à B0s ,





βn2 − 2γ)wn + γµ20
w2 (wn − µ0)2
dw2.
Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (2.31) äîñßãà¹òüñß òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
p˜ = p0 i ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü ìíîæèíè âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ
êîìïîíåíò p ðiâíà íóëþ.
Ñëiä âiäìiòèòè, ùî ðåçóëüòàòè àíàëîãi÷íi íàñëiäêàì 2.2 òà 2.3, ßêi
ñôîðìóëüîâàíi äëß çàäà÷i 2.2, íåñêëàäíî ñôîðìóëþâàòè i äëß çàäà÷i 2.1.
Çàðàç íàâåäåìî îäèí ðåçóëüòàò äëß îäíîëèñòèõ ôóíêöié, ßêèé ¹ áåç-
ïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òåîðåìè 2.1.
Íåõàé w = fk (z) , k = 0, n  îäíîëèñòi ôóíêöi¨, ßêi âiäîáðàæàþòü îäè-
íè÷íèé êðóã |z| < 1 íà ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îäíîçâ'ßçíi îáëàñòi
Bk ⊂ C, k = 0, n, âiäïîâiäíî, à ôóíêöiß w = fn+1 (z) îäíîëèñòî âiäîáðà-
æà¹ çîâíiøíiñòü îäèíè÷íîãî êðóãà {z : |z| > 1} íà îáëàñòü Bn+1 ⊂ C,
Bn+1
⋂
Bk = ø, k = 0, n, òàêèì ÷èíîì, ùî f0 (0) = 0 ∈ B0, fk (0) = ak ∈
∈ Bk, k = 1, n, fn+1 (∞) = ∞ ∈ Bn+1, ïðè÷îìó arg ak = 2pin (k − 1) ,
k = 1, n. Òîäi ñïðàâåäëèâèé íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ßêèé ¹ áåçïîñåðåäíiì
íàñëiäêîì òåîðåìè 2.1.
Íàñëiäîê 2.4. Äëß äîâiëüíèõ α ≥ 0, n ∈ N, n ≥ 3, µ0, 0 < µ0 < ∞
i âñiõ íàáîðiâ p = {(Bk, ak)}n+1k=0 ∈ P0n iç çíà÷åííßì µ = µ0 òà äîâiëü-
íî¨ ñèñòåìè îäíîëèñòèõ ôóíêöié w = fk (z) , k = 0, n+ 1, äå ôóíêöi¨
w = fk (z) , k = 0, n âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã |z| < 1 íà ïîïàðíî
âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îäíîçâ'ßçíi îáëàñòi Bk ⊂ C, k = 0, n, âiäïîâiäíî,
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à ôóíêöiß w = fn+1 (z) îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ çîâíiøíiñòü îäèíè÷íîãî
êðóãà {z : |z| > 1} íà îáëàñòü Bn+1 ⊂ C, Bn+1
⋂
Bk = ø, k = 0, n, òà-
êèì ÷èíîì, ùî fk (0) = ak ∈ Bk, k = 0, n, fn+1 (∞) = an+1 =∞ ∈ Bn+1,




äîñßãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìó íà îáëàñòßõ B0k òà òî÷êàõ a0k, k = 0, 1, 2, ..., n,





n2 − 2α)wn + αµ2
w2 (wn − µ)2 dw
2.
Ñëiä çâåðíóòè óâàãó íà òå, ùî ìîæíà àíàëîãi÷íî ñôîðìóëþâàòè ùå
ðßä íîâèõ ðåçóëüòàòiâ íà êëàñi îäíîëèñòèõ ôóíêöié, ó âèãëßäi íàñëiäêiâ
iíøèõ ðåçóëüòàòiâ öüîãî ïiäðîçäiëó.
2.3. Åêñòðåìàëüíà çàäà÷à íà êëàñi P(1)2n (R)
Äëß äîâiëüíèõ α, R ∈ R, α ≥ 0 íà êëàñiP(1)2n (R) âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë





rα (B2k, a2k) ·r (B2k−1, a2k−1) .
(2.32)
Äóáèíií Â. Í. ó ñâî¨é ðîáîòi [31] óâiâ ïîíßòòß çàäà÷ çìiøàíîãî òèïó â
ßêèõ ðßä ïîëþñiâ ìàþòü äåßêó "ñâîáîäó", à äåßêi ïîëþñè ¹ ôiêñîâàíèìè.
Ðîçãëßíåìî åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó, ßêà ßêðàç âiäíîñèòüñß äî äàíîãî òèïó
çàäà÷.
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i âèçíà÷èòè âñi åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P(1)2n (R).
Ðiøåííß äàíî¨ çàäà÷i äà¹ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.2. Äëß äîâiëüíèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [0, 12] i äëß âñiõ










Ωn (p) ≤ Ωn (p0) , (2.33)
äå p0 = {(Dk, dk)}2n+1k=0 ∈ P(1)2n (R) , Dk è dk, k = 0, 2n+ 1, âiäïîâiäíî






2 − iRn2 )4 h4 + (w n2 + iRn2 )4)((w n2 − iRn2 )4 + (w n2 + iRn2 )4 h4)
w2 (w2n −R2n)2 dw
2,
(2.34)
à h ∈ [0; 1)  êîðiíü ðiâíßííß χ2 (h2) = 4α .
Äîâåäåííß òåîðåìè 2.2. Äîâåäåííß òåîðåìè 2.3.1, òàêîæ ñïèðà¹òüñß
íà ìåòîä êóñî÷íî-ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß ([28  32]).
Íåõàé, ßê i ðàíiøå ôóíêöiß pik (w) = (−1)k iw n2 êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹
îáëàñòü Ek =
{
w : 2pin (k − 1) < argw < 2pin k
}
íà ïðàâó ïiâïëîùèíó äëß




pik (a2k)− pik (w)
pik (a2k) + pik (w)
, k = 1, n, z0 (w) := zn (w)
êîíôîðìíî âiäîáðàæàþòü ïðàâó ïiâïëîùèíó íà âíóòðiøíþ ÷àñòèíó îäè-
íè÷íîãî êðóãà. Ñiìåéñòâî ôóíêöié zk (w) çäiéñíþ¹ ïîäiëßþ÷å ïåðåòâî-
ðåííß äîâiëüíî¨ ñèñòåìè p ∈ P(1)2n (R) âiäíîñíî îáëàñòåé Ek, zk (a2k) = 0,
k = 1, n.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî
|zk(w)− 1| ∼ 2 ·R−n2 · |w|n2 , w → 0, k = 1, n,
|zk(w) + 1| ∼ 2 ·Rn2 · |w|−n2 , w →∞, k = 1, n,





Rn + |am|n · |w − am|, w → am, (2.35)
k = 1, n− 1, m = 2k − 1, 2k + 1,





Rn + |am|n · |w − am|, w → am, m = 1, 2n− 1.
Ðåçóëüòàòîì ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß îáëàñòåé B2k−1, âiäíîñíî ñi-









k = 1, n, äå G(4)0 := G
(4)
n . ßñíî, ùî zk (a2k−1) =: λ(2)k ∈ G(2)k , zk (a2k+1) =
=: λ
(4)
k ∈ G(4)k , k = 1, n− 1, zn (a2n−1) =: λ(2)n ∈ G(2)n , zn (a1) =: λ(4)n ∈ G(4)n .
Ç òåîðåìè 1.9 [32] i ñïiââiäíîøåíü (2.35) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü
































, k = 1, n, (2.36)




Äëß îáëàñòi B0 â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííß ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß
âiäíîñíî ñiìåéñòâà {zk (w)}nk=1 îòðèìà¹ìî íàáið îáëàñòåé G(1)k òàêèõ, ùî
z = 1 ∈ G(1)k , k = 1, n äëß ßêèõ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

















Äëß îáëàñòi B2n+1 =: B∞ â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííß ïîäiëßþ÷îãî ïåðå-
òâîðåííß âiäíîñíî ñiìåéñòâà {zk (w)}nk=1 îòðèìà¹ìî íàáið îáëàñòåé G(3)k


















Äëß îáëàñòåé B2k, k = 1, 2, ..., n â ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííß ïîäiëßþ÷îãî





k òàêèõ, ùî z = 0 ∈ G(0)k , z = ∞ ∈ G(∞)k , k = 1, n äëß ßêèõ
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü



















Òàêèì ÷èíîì, ñóêóïíiñòü îáëàñòåé {Ek}nk=1 i äîâiëüíà ñèñòåìà p ∈
























































¹ ñ. í. î., à λ(2)k = eiϕk, λ
(4)
k =
= ei(pi+ψk) ∀ϕk, ψk ∈ (0, pi) , k = 1, n.
Ç íåðiâíîñòåé (2.36)  (2.39) îòðèìà¹ìî



















































































Iç íåðiâíîñòi (2.40) ìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííß











































































∣∣∣n2) |a2k−1|, k = 1, 2, ..., n, (2.42)






































































































































, p ∈ P(1)2n (R) , (2.44)
äå ôóíêöiîíàë J4 âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (2.1).





















































w2 (w4 − 1)2 dw
2, (2.45)
à h ∈ [0; 1)  êîðiíü ðiâíßííß χ2 (h2) = 4α .
Êîðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòßìè ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß äëß çíà÷åíü
ôóíêöiîíàëó Ωn(p), p ∈ P(1)2n (R) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (2.33). Êâàäðà-
òè÷íèé äèôåðåíöiàë (2.34) çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííî¨, îòðèìà¹ìî ç
êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (2.45). Òåîðåìà 2.2 äîâåäåíà.
ßê i â âèïàäêó òåîðåìè 2.1, äëß òåîðåìè 2.2 ñôîðìóëþ¹ìî î÷åâèäíèé
íàñëiäîê, ßêèé áóäå íîâèì ðåçóëüòàòîì íà êëàñi îäíîëèñòèõ ôóíêöié.
Íàñëiäîê 2.5. Äëß äîâiëüíèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [0, 12] i äëß âñiõ









òà äîâiëüíî¨ ñèñòåìè îäíîëèñòèõ ôóíêöié w = fk (z) , k = 0, 2n+ 1, äå
ôóíêöi¨ w = fk (z) , k = 0, 2n âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã |z| <
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< 1 íà ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îäíîçâ'ßçíi îáëàñòi Bk ⊂ C, k =
= 0, 2n, âiäïîâiäíî, à ôóíêöiß w = f2n+1 (z) îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ çîâ-
íiøíiñòü îäèíè÷íîãî êðóãà {z : |z| > 1} íà îáëàñòü B2n+1 ⊂ C,
B2n+1
⋂
Bk = ø, k = 0, 2n, òàêèì ÷èíîì, ùî fk (0) = ak ∈ Bk, k = 0, 2n,







|f ′2k (0)|α · |f ′2k−1 (0)|
äîñßãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìó íà îáëàñòßõ B0k òà òî÷êàõ a0k, k = 0, 1, 2, ..., 2n,







2 − iRn2 )4 h4 + (w n2 + iRn2 )4)((w n2 − iRn2 )4 + (w n2 + iRn2 )4 h4)
w2 (w2n −R2n)2 dw
2,
à h ∈ [0; 1)  êîðiíü ðiâíßííß χ2 (h2) = 4α .
Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî äëß âñiõ iíøèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè òàêîæ
ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñëiäêè, ßêi áóäóòü íîâèìè ðåçóëüòàòàìè íà êëàñi
îäíîëèñòèõ ôóíêöié. Àëå, â áiëüøîñòi âèïàäêiâ, ìè öüîãî ðîáèòè íå áó-
äåìî.




Çàäà÷i öüîãî ïàðàãðàôó ¹ àíàëîãi÷íèìè çàäà÷i ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðà-
ôó.
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Äëß äîâiëüíèõ α, R ∈ R, α ≥ 0 íà êëàñiP(2)2n (R) âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë
Ξn = Ξn(p) = r
n2
4 (B0, 0) ·
n∏
k=1
rα (B2k, a2k) · r (B2k−1, a2k−1) . (2.46)
Äëß äîâiëüíèõ α, R ∈ R, α ≥ 0 íà êëàñiP(3)2n (R) âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë





rα (B2k, a2k) · r (B2k−1, a2k−1) . (2.47)









∣∣∣ ≤ 3 · ( 2√
3
)n
i âèçíà÷èòè âñi åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P(2)2n (R).
















i âèçíà÷èòè âñi åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P(3)2n (R).
Ðiøåííß çàäà÷i 2.4 äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.3. Äëß äîâiëüíèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [0, 12] i äëß âñiõ













Ξn (p) ≤ Ξn (p0) , (2.48)
äå p0 = {(Dk, dk)}2nk=0 ∈ P(2)2n (R) , Dk è dk, k = 0, 2n, âiäïîâiäíî êðóãîâi











h3 − (w n2 − iRn2 )3)((w n2 + iRn2 )3 − (w n2 − iRn2 )3 h3)
w2 (wn +Rn)2 (wn − 3Rn)2 dw
2,
(2.49)
à h ∈ [0; 1)  êîðiíü ðiâíßííß h3 + 1h3 = 9α − 2.
Äîâåäåííß òåîðåìè 2.3. Äîâåäåííß òåîðåìè 2.3 ïðîâîäèòüñß òàêèì æå
ìåòîäîì, ùî é âèùå íàâåäåíi òåîðåìè.
Ðåçóëüòàòîì ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß îáëàñòåé B2k−1, âiäíîñíî ñi-
ìåéñòâà ôóíêöié {zk−1 (w) , zk (w)}, k = 1, n, äå ôóíêöi¨ zk ââåäåíî ïðè













n . ßñíî, ùî zk (a2k−1) =: λ(2)k ∈ G(2)k , zk (a2k+1) =: λ(3)k ∈ G(3)k ,
k = 1, n− 1, zn (a2n−1) =: λ(2)n ∈ G(2)n , zn (a1) =: λ(3)n ∈ G(3)n .
Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííßìè (2.35) îòðèìà¹ìî íàñòóïíó íåðiâ-
íiñòü
































, k = 1, n, (2.50)
äå λ(3)0 := λ
(3)
n .
Ðåçóëüòàòè ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß îáëàñòåé B0 òà B2k, k = 1, n
áóäåìî ïîçíà÷àòè òàê ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.2.
Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííßìè (2.37), (2.39), (2.50) îòðèìà¹ìî íà-
ñòóïíó îöiíêó ôóíêöiîíàëó (2.46) íà êëàñi P(2)2n (R).
Ξn = r
n2
4 (B0, 0) ·
n∏
k=1







































































Iç íåðiâíîñòi (2.51) ìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííß
Ξn (p) ≤ 2

























































, p ∈ P(2)2n (R) . (2.52)

























































Âðàõîâóþ÷è óìîâè òåîðåìè 2.3 ç (2.53) îòðèìà¹ìî
































































, p ∈ P(2)2n (R) , (2.54)

















































¹ ñ. í. î., à λ(2)k = eiϕk, λ
(3)
k = e
i(pi+ψk) ∀ϕk, ψk ∈ (0, pi) ,
k = 1, n.
Êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ 6 ðîáîòè [31] ç íåðiâíîñòi (2.54) îòðèìà¹ìî
îöiíêó















































w2 (w3 − 1)2 dw
2, (2.55)
h ∈ [0; 1)  êîðiíü ðiâíßííß h3 + 1h3 = 9α − 2.
Êîðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòßìè ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß äëß çíà÷åíü
ôóíêöiîíàëó Ξn(p), p ∈ P(2)2n (R) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (2.48). Êâàäðà-
òè÷íèé äèôåðåíöiàë (2.49) çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííî¨, îòðèìà¹ìî ç
êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (2.55). Òåîðåìà 2.3 äîâåäåíà.
Òåïåð ðîçâ'ßæåìî çàäà÷ó 2.5. Â öüîìó âèïàäêó ñïðàâåäëèâà òàêà òåî-
ðåìà.
Òåîðåìà 2.4. Äëß äîâiëüíèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [0, 12] i äëß âñiõ

















Θn (p) ≤ Θn (p0) ,
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äå p0 = {(Dk, dk)}2n+1k=1 ∈ P(3)2n (R) , Dk è dk, k = 1, 2n+ 1, âiäïîâiäíî



















à h ∈ [0; 1)  êîðiíü ðiâíßííß h3 + 1h3 = 9α − 2.
Äîâåäåííß òåîðåìè 2.4 ïðîâîäèòüñß ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ
òåîðåìè 2.3.
2.5. Åêñòðåìàëüíà çàäà÷à íà êëàñi P̂(1)2n (R)
Â öüîìó ïàðàãðàôi ðîçãëßäà¹òüñß çàäà÷à, ßêà ¹ ëîãi÷íèì ïðîäîâæåí-
íßì çàäà÷ ïîïåðåäíiõ äâîõ ïàðàãðàôiâ.
Äëß äîâiëüíèõ α, R ∈ R, α ≥ 0 íà êëàñi P̂(1)2n (R) âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë
Sn = Sn(p) =
n∏
k=1
rα (B2k, a2k) · r (B2k−1, a2k−1) . (2.56)










i âèçíà÷èòè âñi åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P̂(1)2n (R).
Òåîðåìà, ßêà äà¹ ðîçâ'ßçîê çàäà÷i 2.6 ¹ ïîäiáíîþ äî íàñëiäêó 2.2, à
òàêîæ àíàëîãi÷íîãî ðåçóëüòàòó ðîáîòè [50, òåîðåìà 1].
Ðîçâ'ßçîê çàäà÷i 2.6 äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2.5. Äëß äîâiëüíèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [0, 12] i äëß âñiõ










Sn (p) ≤ Sn (p0) , (2.57)
äå p0 = {(Dk, dk)}2nk=0 ∈ P̂(1)2n (R) , Dk è dk, k = 0, 2n, âiäïîâiäíî êðóãîâi










à h ∈ [0; 1)  êîðiíü ðiâíßííß h2 + 1h2 = 4α − 2.
Äîâåäåííß òåîðåìè 2.5. Äîâåäåííi öi¹¨ òåîðåìè ïðîâîäèòüñß, â îñíîâ-
íîìó, àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ïîïåðåäíiõ òåîðåì.
Ðåçóëüòàòîì ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß îáëàñòåé B2k−1, âiäíîñíî ñi-
ìåéñòâà ôóíêöié {zk−1 (w) , zk (w)}, k = 1, n, äå ôóíêöi¨ zk ââåäåíî ïðè













n . ßñíî, ùî zk (a2k−1) =: λ(1)k ∈ G(1)k , zk (a2k+1) =: λ(2)k ∈ G(2)k ,
k = 1, n− 1, zn (a2n−1) =: λ(1)n ∈ G(1)n , zn (a1) =: λ(2)n ∈ G(2)n .
Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííßìè (2.35) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü
































, k = 1, n, (2.59)
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äå λ(0)2 := λ
(n)
2 .
Ðåçóëüòàò ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß äëß îáëàñòåéB2k, k = 1, n áóäåìî
ïîçíà÷àòè òàê ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.2.
Ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííßìè (2.39) òà (2.59) îòðèìà¹ìî íàñòóïíó































































Iç íåðiâíîñòi (2.60) ìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííß



















































, p ∈ P̂(1)2n (R) . (2.61)









































































































, p ∈ P̂(1)2n (R) , (2.63)








































¹ ñ. í. î., à λ(1)k = eiϕk, λ
(2)
k = e
i(pi+ψk) ∀ϕk, ψk ∈ (0, pi) , k = 1, n.








































w2 − h2) (w2 − 1h2)
w2 (w2 + 1)2
dw2, (2.64)
h ∈ [0; 1)  êîðiíü ðiâíßííß h2 + 1h2 = 4α − 2.
Êîðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòßìè ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß äëß çíà÷åíü
ôóíêöiîíàëó Sn(p), p ∈ P̂(1)2n (R) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (2.57). Êâàäðà-
òè÷íèé äèôåðåíöiàë (2.58) çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííî¨, îòðèìà¹ìî ç
êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (2.64). Òåîðåìà 2.5 äîâåäåíà.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2
Â öüîìó ðîçäiëi ðîçâ'ßçàíi íàñòóïíi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i:
1. Îòðèìàíî ïîâíó õàðàêòåðèñòèêó åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëß
ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïå-
ðåòèííèõ îáëàñòåé âçßòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñß ïî ðiâ-
íîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi.
2. Çíàéäåíî ïîâíó õàðàêòåðèñòèêó åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëß ôóíê-
öiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðå-
òèííèõ îáëàñòåé âçßòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñß ïî ðiâíî-




ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍI ÇÀÄÀ×I Ç ÂIËÜÍÈÌÈ
ÏÎËÞÑÀÌÈ ÍÀ ÊÎËI ÀÁÎ Â ÊIËÜÖI
Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëßäàþòüñß åêñòðåìàëüíi çàäà÷i íà êëàñi âçà¹ì-
íî íåïåðåòèííî¨ ñèñòåìè îáëàñòåé äëß ðiâíîìiðíî¨ ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè ç
âiëüíèìè ïîëþñàìè, ßêi íàëåæàòü ïåâíîìó êiëüöþ, åêñòðåìàëüíi çàäà÷i
äëß ßêèõ êiëüöå ìiñòèòü âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îáëàñòi, à òàêîæ ðßä ðiçíèõ
åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ç âiëüíèìè ïîëþñàìè, ùî íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êî-
ëó.
Åêñòðåìàëüíi çàäà÷i íà êëàñi âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç ðiâ-
íîìiðíîþ ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ, äëß ßêèõ àáî òiëüêè ïîëþñè íàëåæàòü
êiëüöþ, àáî êiëüöå ìiñòèòü îáëàñòi, äî öèõ ïið íå ðîçãëßäàëèñß. Çàäà÷i ç
âiëüíèìè ïîëþñàìè íà îäèíè÷íîìó êîëi âïåðøå ç'ßâèëèñß ó ðîáîòàõ [19 
21]. Ïiñëß öüîãî ïîäiáíi çàäà÷i ðîçãëßäàëèñß â ðîáîòàõ áàãàòüîõ àâòîðiâ,
íàïðèêëàä [4  9, 22, 28  32, 35  39, 48  50].
3.1. Îñíîâíi ïîíßòòß ðîçäiëó 3
Âèêîðèñòà¹ìî âñi îçíà÷åííß, ßêi áóëè ââåäåíi íàìè â ïiäðîçäiëi 2.1, à
òàêîæ íàâåäåìî äåßêi äîäàòêîâi îçíà÷åííß íåîáõiäíi äëß öüîãî ðîçäiëó.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç l := {w : |w| = 1}  îäèíè÷íå êîëî w-ïëîùèíè.
Îçíà÷åííß 3.1. Äëß êîæíîãî n ∈ N, n ≥ 2 ìíîæèíó âñiõ íàáîðiâ òî÷îê
An = {ak}nk=1 ⊂ C òàêèõ, ùî ak ∈ l, k = 1, n ïîçíà÷èìî Λn (l).
Òåïåð ââåäåìî êëàñ Λ0n (ρ,R) , ßêèé ¹ ïiäêëàñîì êëàñó Λ0n, ââåäåíèì
67
íàìè ó ðîçäiëi 2.1.
Îçíà÷åííß 3.2. Äëß äîâiëüíèõ n ∈ N, n ≥ 2, ρ, R ∈ R, R ≥ ρ > 0 ìíî-
æèíó âñiõ íàáîðiâ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ Λ0n òàêèõ, ùî 0 < ρ ≤ |ak| ≤ R,
k = 1, n áóäåìî ïîçíà÷àòè Λ0n (ρ,R) . Òàêi ñèñòåìè òî÷îê áóäåìî íàçèâà-
òè ðiâíîìiðíèìè ïðîìåíåâèìè ñèñòåìàìè òî÷îê ç âiëüíèìè ïîëþñàìè â
êiëüöi.
Íà êëàñi Λ0n (ρ,R) òàêîæ áóäåìî ðîçãëßäàòè ôóíêöiîíàë µ (An) ââåäå-
íèé íàìè ó ïiäðîçäiëi 2.1.
Îçíà÷åííß 3.3. Ïîçíà÷èìî P̂ln ìíîæèíó âñiõ âïîðßäêîâàíèõ íàáîðiâ
âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}nk=1 òàêèõ, ùî Fn (p) = {Bk}nk=1 ¹ ñ. í.
î. i An (p) ∈ Λn (l) .
Ðîçãëßíåìî òåïåð êëàñ P0n ââåäåíèé íàìè ó ïiäðîçäiëó 2.1.
Îçíà÷åííß 3.4. Ïîçíà÷èìî P0n (ρ,R) ìíîæèíó âñiõ âïîðßäêîâàíèõ íà-
áîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}n+1k=0 ∈ P0n, ßêi çàäîâîëüíßþòü
óìîâi An = {ak}nk=1 ∈ Λ0n (ρ,R) .
Îçíà÷åííß 3.5. Íåõàé P̂0n (ρ,R) ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ âïîðßäêîâàíèõ
íàáîðiâ p = {(Bk, ak)}nk=1 òàêèõ, ùî Fn (p) ¹ ñ. í. î. òà An (p) ∈ Λ0n (ρ,R) .
3.2. Åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ç âiëüíèìè ïîëþñà-
ìè â êiëüöi
Öåé ïiäðîçäië ïðèñâß÷åíèé âèâ÷åííþ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ç âiëüíè-
ìè ïîëþñàìè, ßêi íàëåæàòü äåßêîìó êiëüöþ {w : 0 < ρ ≤ |w| ≤ R <∞}.
Çàäà÷i òàêîãî òèïó iíøèìè àâòîðàìè äî öüîãî ÷àñó íå ðîçãëßäàëèñß.
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Äëß äîâiëüíîãî γ ∈ R, γ ≥ 0 íà êëàñi P0n (ρ,R) ðîçãëßíåìî íàñòóïíèé
ôóíêöiîíàë




r (Bk, ak) · |ak|n2−1
)
. (3.1)




r (Bk, ak) · |ak|n2−1. (3.2)
Ñôîðìóëþ¹ìî òàêó åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó.
Çàäà÷à 3.1. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (3.1) íà êëàñi P0n (ρ,R) òà
çíàéòè åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P0n (ρ,R) äëß äîâiëüíèõ ôiê-
ñîâàíèõ ρ, R ∈ R.
Ïåðåä òèì ßê ïðèñòóïèòè äî ðîçâ'ßçàííß çàäà÷i 3.1 ñôîðìóëþ¹ìî i
äîâåäåìî ëåìó 3.1. Â öié ëåìi äîñëiäæó¹òüñß ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó
J2 = J2 (p) , ââåäåíèé ôîðìóëîþ (2.1), íà ïiäìíîæèíi êëàñó P∗2, ßêèé ìè
ââåëè â ïiäðîçäiëi 2.1
Ëåìà 3.1. Íåõàé äëß äîâiëüíèõ ÷èñåë ρ, R∗ ∈ R, R∗ ≥ ρ > 0, åëå-
ìåíòè êîìïîíåíòè A2 äîâiëüíèõ âïîðßäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îá-
ëàñòåé p = {(Bk, ak)}3k=0 ∈ P∗2 çàäîâîëüíßþòü óìîâàì:
1. Re a1 = Re a2 = 0;
2. 0 < ρ ≤ |a1| ≤ R∗ <∞, 0 < ρ ≤ |a2| ≤ R∗ <∞;
3. a1 · a2 > 0.
Òîäi äëß äîâiëüíîãî α ≥ 0 ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü
J2 ≤ J02 , (3.3)
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äå ôóíêöiîíàë J2 âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (2.1), à J02  çíà÷åííß ôóíêöiî-















. Ïðè÷îìó îáëàñòi B00 , B01 , B02 , B03 ¹ êðó-
ãîâèìè îáëàñòßìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó
Q(w)dw2 = −αw




Äîâåäåííß ëåìè 3.1. Ó ëåìi 2.1 áóëî ïîêàçàíî, ùî ôóíêöiîíàë
W2 (p) := (r (D0, 0) r (D3,∞))α ·
(
r (D1, a1) r (D2, a2)
|a1 − a2|2
)β

















, äå h > 0. Îáëàñòi D00, D01, D02,
D03  ¹ êðóãîâèìè îáëàñòßìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (2.4).
Ïîçíà÷èìî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëóW2 ÷åðåçW 02 . Òîäi ìîæíà çàïèñàòè
íåðiâíiñòü W2 ≤ W 02 . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
(r (D0, 0) r (D3,∞))α · (r (D1, a1) r (D2, a2))β ≤ |a1 − a2|2β ·W 02 . (3.5)
Ç óìîâ ëåìè âèïëèâà¹, ùî ìàêñèìóì ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (3.5) äî-
ñßãà¹òüñß ïðè |a1 − a2| = 2R∗. Ïðè öüîìó îäíî÷àñíî â íåðiâíîñòi (3.5)
ðåàëiçó¹òüñß çíàê ðiâíîñòi. ßñíî, ùî a1 = iR∗, a2 = −iR∗. Âèðàç äëß
êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.4) ìîæíà îòðèìàòè ç âiäïîâiäíîãî äè-
ôåðåíöiàëó (2.4). Çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííß ïðî çíàê ðiâíîñòi â íåðiâ-
íîñòi (3.3). Ëåìà 3.1 äîâåäåíà.
Ðîçâ'ßçîê çàäà÷i 3.1 äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.1. Äëß äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë γ ≥ 0, ρ, R > 0 òà
äëß äîâiëüíèõ âïîðßäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p =
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= {(Bk, ak)}n+1k=0 ∈ P0n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
Θn ≤ Θ0n, (3.6)





























n2 − 2γ)Rnwn + γR2n
w2 (wn −Rn)2 dw
2. (3.7)
Äîâåäåííß òåîðåìè 3.1. Ïðè äîâåäåííi öi¹¨ òåîðåìè áóäåìî êîðèñòóâà-
òèñß ìåòîäîì êóñî÷íî-ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß ([28  32]).
Íåõàé Ek = {w : 2pin (k − 1) < argw < 2pin k}, k = 1, 2, ..., n. Ôóíêöiß
(2.7) îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ îáëàñòü Ek íà ïðàâó ïiâïëîùèíó ∀k =
= 1, 2, ..., n.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî
|pik (w)| = |w|
n
2 , w → 0, w →∞,
|pik(w)−pik(am)| ∼ n
2
|am|n2−1 · |w−am|, w → am, (3.8)
k = 1, 2, ..., n− 1;m = k, k + 1,




2−1 |w − am| , w → am, m = 1, n.
Ïîçíà÷èìî:
pik (ak) =: ω
(1)
k , k = 1, 2, ..., n, pik (ak+1) =: ω
(2)
k , k = 1, 2, ..., n− 1,
(3.9)
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pin (a1) =: ω
(2)
n .
Ðåçóëüòàò ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß îáëàñòi Bk, k = 2, ..., n, âiäíîñíî








. Äëß îáëàñòi B1 ðå-









. Ðåçóëüòàò ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß îáëàñòåé B0



























ïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ áàãàòîçâ'ßçíèõ îáëàñòåé ∀k = 1, 2, .., n.
Ç òåîðåì ðîáiò [28  32] i ðiâíîñòåé (3.8) îòðèìà¹ìî íàñòóïíi íåðiâíîñòi:







































































Êîðèñòóþ÷èñü ïîçíà÷åííßìè (3.9) i íåðiâíîñòßìè (3.10) ìîæíà çàïèñàòè







































































Â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (3.11) êîæåí âèðàç, ßêèé ñòî¨òü ó ôiãóðíèõ



























, k = 1, 2, ..., n. ßê ñëiäó¹ ç ëåìè
2.1 ìàêñèìóì ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (3.11) äîñßãà¹òüñß ïðè âèêîíàííi
óìîâ | ω(l)k |=| ω(s)p |= R∗ = R
n
2 ∀k, p = 1, 2, ..., n; l, s = 1, 2. Çâiäñè áåç-
ïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî | a1 |=| a2 |= ... =| an |= R. Óñå âèùåñêàçàíå
îçíà÷à¹, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà (3.1) äîñßãà¹òüñß ïðè | a1 |=| a2 |=



























, k = 1, 2, ..., n ñïiâïàäàþòü ç åêñòðåìàëëþ ëåìè 3.1.
Çäiéñíþþ÷è çàìiíó ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà ïî ôîðìóëi ζ = iw n2 â êâàä-
ðàòè÷íîìó äèôåðåíöiàëi (3.4), îòðèìà¹ìî êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë (3.7).
Çâiäñè âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (3.6). Ïðè γ = 0 çàêií÷åííß
äîâåäåííß òåîðåìè àíàëîãi÷íî ñêàçàíîìó âèùå, òiëüêè çàìiñòü ëåìè 3.1
âèêîðèñòîâó¹òüñß êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò Ì. À. Ëàâðåíòü¹âà [52]. Òåîðåìà
3.1 äîâåäåíà.
Ïðè ïiäíåñåííi íåðiâíîñòi (3.6) äî ñòåïåíß β > 0 ìîæíà îòðèìàòè
íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Íàñëiäîê 3.1. Äëß äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë α, β ≥ 0, ρ, R > 0,
α+β > 0 òà äëß äîâiëüíèõ âïîðßäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé
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p = {(Bk, ak)}n+1k=0 ∈ P0n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü




r (Bk, ak) · |ak|n2−1
)β
≤












äå a0k = R · e
2pi
n (k−1)i, k = 1, 2, ..., n, à îáëàñòi B00 , B0n+1, B0k, k = 1, 2, ..., n




βn2 − 2α)Rnwn + αR2n
w2 (wn −Rn)2 dw
2.
Íàñëiäîê 3.2. Äëß äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë α, β ≥ 0, ρ, R > 0,
α+β > 0 òà äëß äîâiëüíèõ âïîðßäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé
p = {(Bk, ak)}n+1k=0 ∈ P0n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü






















äå âåëè÷èíè B00 , B0n+1, a0k, B0k, k = 1, 2, ..., n âèçíà÷åíi â íàñëiäêó 3.1,
à çíàê ðiâíîñòi ðåàëiçó¹òüñß òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðiâíiñòü äîñß-
ãà¹òüñß â (3.12).




|ak|β(1−n2 ), îäåðæèìî (3.13). Íàñëiäîê 3.2.2 äîâåäåíî.
Íàñëiäîê 3.3. Äëß äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë α, β ≥ 0, ρ, M, R >
> 0, α + β > 0, äå M =
n∏
k=1
|ak|β(1−n2 ) òà äëß äîâiëüíèõ âïîðßäêîâàíèõ
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íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}n+1k=0 ∈ P0n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà
íåðiâíiñòü



















äå âåëè÷èíè B00 , B0n+1, a0k, B0k, k = 1, 2, ..., n âèçíà÷åíi â íàñëiäêó 3.1.
Äîâåäåííß íàñëiäêó 3.3. Íåðiâíiñòü (3.14) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç
òâåðäæåííß íàñëiäêó 3.2 òà óìîâ íàñëiäêó 3.3. Íàñëiäîê 3.3 äîâåäåíî.
Íàñëiäîê 3.4. Äëß äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë ρ, R > 0 òà äëß
äîâiëüíèõ âïîðßäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p =
= {(Bk, ak)}nk=1 ∈ P̂0n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
Υn ≤ Υ0n, (3.15)















, à îáëàñòi B0k, k = 1, 2, ...,
n ¹ êðóãîâèìè îáëàñòßìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó




Äîâåäåííß íàñëiäêó 3.4. Íåðiâíiñòü (3.15) òà êâàäðàòè÷íèé äèôåðåí-
öiàë (3.16) ñëiäóþòü ç íåðiâíîñòi (3.6) òà êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà
(3.7) âiäïîâiäíî, ïðè γ = 0. Íàñëiäîê 3.4 äîâåäåíî.
Íàñòóïíi íàñëiäêè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç íàñëiäêó 3.4.
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Íàñëiäîê 3.5. Äëß äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë ρ, R > 0 òà äëß
äîâiëüíèõ âïîðßäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p =
= {(Bk, ak)}nk=1 ∈ P̂0n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü




äå ôóíêöiîíàë In ââîäèòüñß ôîðìóëîþ (2.2), à âåëè÷èíà Υ0n âèçíà÷åíà
â íàñëiäêó 3.4. Çíàê ðiâíîñòi ðåàëiçó¹òüñß òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ðiâíiñòü äîñßãà¹òüñß â (3.15).




|ak|1−n2 òà äëß äîâiëüíèõ âïîðßäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëà-
ñòåé p = {(Bk, ak)}nk=1 ∈ P̂0n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
In ≤ Υ0n ·M,
äå ôóíêöiîíàë In ââîäèòüñß ôîðìóëîþ (2.2), à âåëè÷èíà Υ0n âèçíà÷åíà
â íàñëiäêó 3.4.
3.3. Åêñòðåìàëüíi çàäà÷i äëß îáëàñòåé, ßêi íà-
ëåæàòü îäèíè÷íîìó êðóãó
Â öüîìó ïiäðîçäiëi áóäåìî êîðèñòóâàòèñß ââåäåíîþ íàìè â ïiäðîçäiëi
2.1 ôóíêöi¹þ µ (An) , à òàêîæ áóäåìî ïðîäîâæóâàòè äîñëiäæóâàòè ôóíê-
öiîíàë (2.2). Íàâåäåìî òåïåð îäíó åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó äëß ðiâíîìiðíî¨
ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè âiëüíèõ ïîëþñiâ ïðè óìîâi, ùî îáëàñòi íàëåæàòü îäè-
íè÷íîìó êðóãó.
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r (Bk, ak) , (3.17)
äå ôóíêöiîíàë µ (An) ââåäåíèé â ïiäðîçäiëi 2.1.
Çàäà÷à 3.2. Äëß äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ÷èñëà ρ ∈ R, 0 < ρ ≤ (√2− 1) 2n ,
çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (2.2) íà êëàñi P̂0n i çíàéòè òàêi âiäìi÷åíi
îáëàñòi p ∈ P̂0n äëß ßêèõ öåé ìàêñèìóì äîñßãà¹òüñß, ßêùî âèêîíó¹òüñß
ñóêóïíiñòü óìîâ:
1. Bk ⊂ {w : |w| < 1} , k = 1, 2, ..., n,
2. 0 < ρ ≤ |ak| < 1, k = 1, 2, ..., n, (3.18)

















Ðîçâ'ßçîê çàäà÷i 3.2 äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.2. Íåõàé êîìïîíåíòè An = {ak}nk=1 òà Fn = {Bk}nk=1 äî-
âiëüíèõ âïîðßäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}nk=1 ∈
























2− 1) 2n · e 2pin (k−1)i)}n
k=1
, à
îáëàñòi B0k, k = 1, 2, ..., n ¹ êðóãîâèìè îáëàñòßìè êâàäðàòè÷íîãî äèôå-
ðåíöiàëó
Q(w)dw2 = − w
n−2 (1 + wn)2(
wn − (√2− 1)2)2 (1− wn (√2− 1)2)2dw2. (3.20)
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Äîâåäåííß òåîðåìè 3.2. Çàñòîñó¹ìî ïðè äîâåäåííi öi¹¨ òåîðåìè òàêîæ
ìåòîä êóñî÷íî-ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß. Çíîâó, íåõàé Ek =
= {w : 2pin (k−1) < argw < 2pin k}, k = 1, 2, ..., n. Ôóíêöiß (2.7) îäíîëèñòî
âiäîáðàæà¹ îáëàñòü Ek íà ïðàâó ïiâïëîùèíó, k = 1, 2, ..., n.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî
|pik(w)− pik(am)| ∼ n
2
|am|n2−1· | w − am|, w → am,
k = 1, 2, ..., n− 1;m = k, k + 1, (3.21)




2−1 |w − am| , w → am, m = 1, n;
Ïîçíà÷èìî:
pik (ak) =: ω
(1)
k , k = 1, 2, ..., n, pik (ak+1) =: ω
(2)
k , k = 1, 2, ..., n− 1,
(3.22)
pin (a1) =: ω
(2)
n .
Ðåçóëüòàò ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß îáëàñòi Bk, k = 2, ..., n, âiäíîñíî








. Äëß îáëàñòi B1 ðå-


















íî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèìè áàãàòîçâ'ßçíèìè îáëàñòßìè, k = 1, 2, .., n.



































































































































































2(| ak |n2 + | ak+1 |n2 ) .
(3.26)
Òàêèì ÷èíîì, êîðèñòóþ÷èñü ðiâíîñòßìè (3.22), à òàêîæ óìîâîþ òåîðå-


































Â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (3.27) êîæíèé âèðàç, ßêèé ñòî¨òü ïiä çíà-















, k = 1, 2, ..., n. Ç òåîðåìè 1.11 ñëiäó¹, ùî ìàê-
ñèìóì ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (3.27) äîñßãà¹òüñß ïðè âèêîíàííi óìîâ
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| ω(l)k |=| ω(s)p |=
√
2− 1, k, p = 1, 2, ..., n; l, s = 1, 2. Çâiäñè áåçïîñåðåäíüî
ñëiäó¹, ùî | a1 |=| a2 |= ... =| an |=
(√

















çîêðåìà, ïðè | a1 |=| a2 |= ... =| an |=
(√
2− 1) 2n . Óñå âèùåñêàçàíå
îçíà÷à¹, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà (2.2) íà êëàñi P̂0n äîñßãà¹òüñß ïðè




















ñïiâïàäàþòü ç åêñòðåìàëëþ òåîðåìè 1.11.
Çäiéñíèâøè çàìiíó ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðó ïî ôîðìóëi ζ = iw n2 â êâàä-





ζ2 − (√2− 1)2)2 (1− ζ2 (√2− 1)2)2dζ2
îòðèìà¹ìî êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë (3.20). Îòæå, îòðèìà¹ìî ôîðìóëó
(3.19). Òåîðåìà 3.2 äîâåäåíà.
Ðîçãëßíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó.
Çàäà÷à 3.3. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (3.17) íà êëàñi P̂0n òà çíàéòè
òàêi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P̂0n íà ßêèõ öåé ìàêñèìóì äîñßãà¹òüñß.
Òåîðåìà 3.3 äà¹ ðîçâ'ßçîê çàäà÷i 3.3. Ñôîðìóëþ¹ìî öþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 3.3. Íåõàé êîìïîíåíòè An = {ak}nk=1 òà Fn = {Bk}nk=1 äî-
âiëüíèõ âïîðßäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}nk=1 ∈
80
∈ P̂0n, n ∈ N, n ≥ 2 çàäîâîëüíßþòü óìîâàì 1 òà 2 ñèñòåìè (3.18). Òîäi
ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü
Φn ≤ Φ0n, (3.28)
äå Φ0n  çíà÷åííß ôóíêöiîíàëó Φn íà âiäìi÷åíèõ îáëàñòßõ âèäó{(
B0k,
(√
2− 1) 2n · e 2pin (k−1)i)}n
k=1
. Ïðè÷îìó îáëàñòi B0k, k = 1, 2, ..., n ¹
êðóãîâèìè îáëàñòßìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.20).
Äîâåäåííß òåîðåìè 3.3. Äîâåäåííß öi¹¨ òåîðåìè, â îñíîâíîìó, àíàëî-
ãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 3.2. Ñêîðèñòà¹ìîñß ïîçíà÷åííßìè, ßêi âèêîðè-
ñòîâóþòüñß ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.2.































































































































































2∣∣∣ω(1)k − ω(2)k ∣∣∣ .
Çàâåðøåííß äîâåäåííß òåîðåìè 3.3 ïðîâîäèòüñß àíàëîãi÷íî òåîðåìi
3.2. Òîáòî, äîâåäåíà ïðàâèëüíiñòü íåðiâíîñòi (3.28) i òå, ùî åêñòðåìàëü-
íi îáëàñòi ¹ êðóãîâèìè îáëàñòßìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.20).
Òåîðåìà 3.3 äîâåäåíà.
3.4. Åêñòðåìàëüíà çàäà÷à ç ÷îòèðìà âiëüíèìè
ïîëþñàìè íà îäèíè÷íîìó êîëi
Â öüîìó ïàðàãðàôi íà êëàñi P̂l4 äëß äîâiëüíîãî äiéñíîãî α ≥ 0 ðîçãëß-
íåìî ôóíêöiîíàë
Ξ4 = r
α (B1, a1) · r (B2, a2) · r (B3, a3) · rα (B4, a4) . (3.31)
Ñôîðìóëþ¹ìî åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó.
Çàäà÷à 3.4. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (3.31) íà êëàñi p ∈ P̂l4 òà
çíàéòè åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P̂l4.
Î. Ê. Áàõòiíèì â ðîáîòàõ [5, 6, 22] áóëà ðîçãëßíóòà çàäà÷à, ßêà âiäðiç-
íß¹òüñß âiä çàäà÷i 3.4 òiëüêè ïîðßäêîì ðîçìiùåííß ïîëþñiâ ak, k = 1, 4
íà îäèíè÷íîìó êîëi. Ïîäiáíi çàäà÷i ðîçãëßäàëèñß òàêîæ â ðîáîòàõ [37,
48  50]. Âèõîäß÷è ç âèùåñêàçàíîãî ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî çàäà÷à
3.4 ïðåäñòàâëß¹ ïåâíèé iíòåðåñ.
Ðîçâ'ßçîê çàäà÷i 3.4 äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3.4. Äëß äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî α ≥ 0 i äîâiëüíîãî âïîðßä-
êîâàíîãî íàáîðó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}4k=1 ∈ P̂l4 òàêîãî,
ùî
0 ≤ arg a1 < arg a2 < arg a3 < arg a4 < 2pi
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
Ξ4 ≤ Ξ04, (3.32)























, îáëàñòi B0k, k = 1, 2, 3, 4 ¹ êðó-






(w − a01)2 (w − a04)2 (w − a02)2 (w − a03)2
dw2, (3.33)















cosψ (1− α) (2− α cos2 ψ)
1− 2α cos2 ψ ,
a01 = e










2 = −2α cosψ.
Äîâåäåííß òåîðåìè 3.4. Ñòàíäàðòíèì ÷èíîì äîâîäèòüñß iñíóâàííß åêñ-











äå |ε| < 1.
Ç ðiâíîñòi (3.34) îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííß












, k = 1, 2, 3, 4 óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ Ãðiíà äëß îáëà-
ñòåé B0k, âiäïîâiäíî âiäíîñíî òî÷îê a0k, k = 1, 2, 3, 4. (Âîíè iñíóþòü, áî
cap ∂Bk > 0, k = 1, 2, 3, 4).










)− ln ∣∣w − a0k∣∣+ o (1) , (3.36)
o (1)⇒ 0, w → a0k, k = 1, 2, 3, 4.







k=1 ∈ P̂l4 ïåðåõîäèòü â äåßêó ñèñòåìó pε =
= {(Bεk, aεk)}4k=1 ∈ P̂l4.








, k = 1, 2, 3, 4. (3.37)
Iç ñïiââiäíîøåííß (3.35) ìà¹ìî
|ξ − aεk| =
∣∣w − a0k∣∣ · ∣∣1 + 2a0kε+O (ε2)∣∣ , k = 1, 2, 3, 4. (3.38)
Î÷åâèäíî, ùî ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü
∣∣1 + 2a0kε+O (ε2)∣∣ = 1 + 2Re a0kε+O (ε2) . (3.39)
Âðàõîâóþ÷è òîòîæíiñòü (3.39) ç ðiâíîñòi (3.38) îòðèìà¹ìî
∣∣w − a0k∣∣ = |ξ − aεk| · {1− 2Re a0kε+O (ε2)} , k = 1, 2, 3, 4. (3.40)
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1− 2Re a0kε+O (ε2)
− ln |ξ − aεk|+ o (1) , (3.41)
o (1)⇒ 0, w → a0k, k = 1, 2, 3, 4.










1− 2Re a0kε+O (ε2)
− ln |ξ − aεk|+ o (1) , (3.42)
o (1)⇒ 0, ξ → aεk, k = 1, 2, 3, 4.
Âèðàç (3.42) äà¹ ìîæëèâiñòü îäåðæàòè çíà÷åííß âíóòðiøíüîãî ðàäióñà













, k = 1, 2, 3, 4. (3.43)
Ç ðiâíîñòi (3.43) çíàéäåìî çíà÷åííß ôóíêöiîíàëó (3.31) íà âiäìi÷åíèõ
îáëàñòßõ pε ∈ P̂l4
Ξ4 (p
ε) = Ξ4 (p0)
{















Ç ðiâíîñòi (3.44) i åêñòðåìàëüíîñòi ñèñòåìè âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p0, ïî
àíàëîãi¨ ç ðîáîòàìè [5, 6, 22], îäåðæó¹ìî íîðìóþ÷ó óìîâó, ßêié çàäîâîëü-







+ a02 + a
0
3 = 0. (3.45)
Êîðèñòóþ÷èñü óìîâîþ (3.45), à òàêîæ òèì ôàêòîì, ùî ôóíêöiîíàë (3.31)
¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îáåðòàííß êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íàâêîëî ïî÷àò-














Äîâåäåìî òåïåð, ùî îáëàñòi B0k, k = 1, 4 ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷-
íîãî êîëà l. Äîâîäèòè öåé ôàêò áóäåìî ïîäiáíî äî ðîáîòè [6].
Íåõàé p(s) ∈ P̂l4 îçíà÷à¹ òàêi âiäìi÷åíi îáëàñòi, äëß ßêèõ îáëàñòi Bk,
k = 1, 4 ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà.







C \ U)⋂B0k, k = 1, 4.
ÎáëàñòüB(1)k â îá'¹äíàíi ç ñèìåòðè÷íié ¨é îáëàñòþ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî
êîëà ïîçíà÷èìî B(1)k , k = 1, 4, à îáëàñòü B(2)k â îá'¹äíàíi ç ñèìåòðè÷íié
¨é îáëàñòþ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà ïîçíà÷èìî B(2)k , k = 1, 4.






) ≤√r (B(1)k , a0k) · r (B(2)k , a0k), k = 1, 4. (3.47)


















Ïîçíà÷èìî åêñòðåìàëüíó âiäìi÷åíó îáëàñòü, äëß îáëàñòåé Bk, k = 1, 4
ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà, ÷åðåç p(s)0 .
















Ç iíøî¨ ñòîðîíè, ìíîæèíà âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p(s) ∈ P̂l4 ¹ ïiäìíîæè-
íîþ ìíîæèíè âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p ∈ P̂l4.







≤ Ξ4 (p0) . (3.50)
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Ç íåðiâíîñòåé (3.49) òà (3.50) ñëiäó¹, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (3.31)
äîñßãà¹òüñß äëß âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p(s) ∈ P̂l4.
Òîìó â ïîäàëüøîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî îáëàñòi B0k, k = 1, 4, âiäìi-
÷åíîãî íàáîðó îáëàñòåé p0 ∈ P̂l4, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà
l.
Îòæå, äëß ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííß åêñòðåìàëüíèõ âiäìi÷åíèõ îáëà-
ñòåé, ìîæíà ñêîðèñòàòèñß âàðiàöiéíîþ ôîðìóëîþ Äþðåíà-Øèôôåðà [72]











äå ρ > 0  äîñòàòíüî ìàëèé ïàðàìåòð, A = A(ρ)  ïàðàìåòð ãðàíè÷íî¨
âàðiàöi¨, ρ−3 | O (ρ3) |  âåëè÷èíà, ðiâíîìiðíî îáìåæåíà íà äîâiëüíîìó
êîìïàêòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C, ßêèé íå ìiñòèòü òî÷îê w0 i 1w0 .
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç p∗ = {(B∗k, a∗k)}4k=1 ∈ P̂l4 ñèñòåìó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé,







k=1 ∈ P̂l4, ïðè âiäîáðàæåííi (3.51).




, k = 1, 2, 3, 4 óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ Ãðiíà
äëß îáëàñòåé B0k, âiäïîâiäíî âiäíîñíî òî÷îê a0k, k = 1, 2, 3, 4, ùî çàäàþòü-
ñß ðiâíîñòßìè (3.36).
Âíàñëiäîê iíâàðiàíòíîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà ïðè êîíôîðìíîìó âiäîáðàæåí-
íi îòðèìà¹ìî
gB∗k (w




, k = 1, 2, 3, 4. (3.52)
Iç ñïiââiäíîøåííß (3.51) ìà¹ìî
















∣∣∣∣∣ , k = 1, 2, 3, 4.
(3.53)
Î÷åâèäíî, ùî äëß äîâiëüíèõ % ∈ R, L, C ∈ C ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü
∣∣1− %2 (C + L) +O (%3)∣∣ = 1− %2Re (C + L)+O (%3) . (3.54)
Âðàõîâóþ÷è òîòîæíiñòü (3.54) ç ðiâíîñòi (3.53) îòðèìà¹ìî
















 , k = 1, 4.
(3.55)

























+ o (1) , (3.56)
o (1)⇒ 0, w → a0k, k = 1, 2, 3, 4.
Ç ôîðìóë (3.52), ñêîðèñòàâøèñü ðiâíîñòßìè (3.56) îäåðæèìî
gB∗k (w




















+ o (1) , (3.57)
o (1)⇒ 0, w∗ → a∗k, k = 1, 2, 3, 4.
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Âèðàç (3.57) äà¹ ìîæëèâiñòü îäåðæàòè çíà÷åííß âíóòðiøíüîãî ðàäióñà



















Ç ðiâíîñòi (3.58), êîðèñòóþ÷èñü (3.46) îòðèìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíî-
øåííß
Ξ∗4 = Ξ4 ·
{



















äå Ξ∗4  çíà÷åííß ôóíêöiîíàëó (3.31) íà âàðiéîâàíèõ âiäìi÷åíèõ îáëàñòßõ
p∗ ∈ P̂l4,
A1 = 1− 2α cos2 ψ, A2 = 2 (1− α)
(




1 + 2 (α− 1)2 cos2 ψ
)
.
Àíàëîãi÷íî ðîáîòàì [5, 22], ñêîðèñòàâøèñü ðiâíiñòþ (3.59) òà â ñèëó





















ßê âèäíî ç âèðàçó (3.61) êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë ìà¹ ÷îòèðè íóëi.
Â ïîäàëüøîìó, äëß âèçíà÷åíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî α < 1. Êîðè-
ñòóþ÷èñü ðåçóëüòàòàìè ïðàöi [27, ãëàâè 3, 7] òà òåîðåìàìè ðîçäiëó 1.2,
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ìîæíà çðîáèòè äâà âèñíîâêè ïðî ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî
äèôåðåíöiàëó (3.61):
1. Òàê ßê êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìà â ÷èñåëüíèêó (3.61) ¹ äiéñíèìè, òî
òðà¹êòîði¨ êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî äiéñíî¨ îñi;
2. Òðà¹êòîði¨ êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäè-
íè÷íîãî êîëà l òîìó, ùî (3.61) çàäîâîëüíß¹ óìîâi Q( 1w) = Q(w).
Âèõîäß÷è ç âèñíîâêó 1 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíi âèïàäêè ðîçìi-
ùåííß íóëiâ êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.61):
I. Âñi ÷îòèðè íóëi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó íå íàëåæàòü äiéñíèé
îñi;
II. Äâà íóëi íå íàëåæàòü äiéñíi îñi, à äâà ¨é íàëåæàòü;
III. Âñi ÷îòèðè íóëi íàëåæàòü äiéñíèé îñi.
Ðîçãëßíåìî êîæåí âèïàäîê îêðåìî.
I. Ïîçíà÷èìî ÷èñåëüíèê êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.61) ÷åðåç
P4(w) := A1w
4 − A2w3 + A3w2 − A2w + A1,
äå A1, A2, A3, A4 âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (3.60).
Íåõàé çìiííà w âèðàçó P4(w) ïðîáiãà¹ òiëüêè äiéñíó âiñü. Òîäi çíàê
âèðàçó P4(w) îäíàêîâèé äëß âñiõ w ∈ R. Ëåãêî áà÷èòè, ùî
P4(1) = 4 (1− cosψ) (1− (1− α) cosψ) (1 + α cosψ) > 0.
Îòæå, ç ïîïåðåäíüîãî ñëiäó¹, ùî
P4(w) > 0 ∀w ∈ R. (3.62)
Ç íåðiâíîñòi (3.62), à òàêîæ ç âèãëßäó çíàìåííèêà êâàäðàòè÷íîãî äèôå-
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ðåíöiàëó (3.61) áà÷èìî, ùî
Q(w)dw2 > 0 ∀w ∈ R. (3.63)
Ç (3.63) ñëiäó¹, ùî äiéñíà âiñü ¹ òðà¹êòîði¹þ êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöià-
ëó (3.61). Çâiäñè ìîæíà ïîêàçàòè, ùî íà äiéñíèé îñi ïîâèííi çíàõîäèòèñü
íóëi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.61). À öå, â ñâîþ ÷åðãó, ñóïåðå÷èòü
âèïàäêó I. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ß. Îòæå, öåé âèïàäîê íåìîæëèâèé.
Ðîçãëßíåìî òåïåð âèïàäîê II.
II. Àíàëiçóþ÷è ðîçìiùåííß òðà¹êòîðié òà íóëiâ êâàäðàòè÷íîãî äèôå-
ðåíöiàëó (3.61), áåðó÷è äî óâàãè âèñíîâêè 1 i 2, ëåãêî áà÷èòè, ùî â öüî-
ìó âèïàäêó ìîæëèâå òiëüêè íàñòóïíå ðîçìiùåííß íóëiâ äèôåðåíöiàëó
(3.61): äèôåðåíöiàë ìà¹ äâà ïðîñòi íóëi w1 = b ∈ l, w2 = b ∈ l òà îäèí
íóëü äðóãî¨ êðàòíîñòi w3 = 1.
Ïðè öüîìó êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë (3.61) ìàòèìå âèãëßä
Q(w)dw2 =









Ïîðiâíþþ÷è êâàäðàòè÷íi äèôåðåíöiàëè (3.61) òà (3.64), à òàêîæ ñêîðè-
ñòàâøèñü òåîðåìîþ Âiåòà, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó b+ b+ 2 =
A2
A1
2b+ 2b+ 2 = A3A1
. (3.65)
Ðîçâ'ßçóþ÷è ñèñòåìó (3.65), îòðèìà¹ìî êóái÷íå ðiâíßííß
α (1− α) cos3 ψ + (α2 − 3α + 1) cos2 ψ − 2 (1− α) cosψ + 1 = 0. (3.66)
Ðiâíßííß (3.66) ìà¹ êîðåíi
(cosψ)1 = 1, (cosψ)2 =
1





Êîðåíi (3.67) ðiâíßííß (3.66) íå çàäîâîëüíßþòü óìîâàì (3.46). Òîìó i öåé
âèïàäîê íåìîæëèâèé.
Ðîçãëßíåìî òåïåð âèïàäîê III. Áåðó÷è äî óâàãè âèñíîâêè 1 i 2 ëåãêî
áà÷èòè, ùî äèôåðåíöiàë (3.61) ìà¹ äâà íóëi äðóãî¨ êðàòíîñòi w1 = %,
w2 =
1
% , 0 < % < 1.














Ïîðiâíþþ÷è êâàäðàòè÷íi äèôåðåíöiàëè (3.61) i (3.68), à òàêîæ ñêîðè-
ñòàâøèñü òåîðåìîþ Âiåòà, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó 2%+ 21% =
A2
A1




Ðîçâ'ßçóþ÷è ñèñòåìó (3.69), îòðèìà¹ìî áiêâàäðàòíå ðiâíßííß
α (1− α)2 cos4 ψ + 4 (α2 + 1) cos2 ψ − 4 = 0. (3.70)
Ðiâíßííß (3.70) ìà¹ êîðåíi
cos2 ψ = 2 · −α
2 − 1± (α + 1)√α2 − α + 1
α (1− α)2 . (3.71)











α2 − α + 1− α2 − 1
)
.
Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó α < 1 ôîðìóëè (3.32) òà (3.33) äîâåäåíî.
Âèïàäîê α > 1 ðîçãëßäà¹òüñß àíàëîãi÷íèì ÷èíîì. Òåîðåìà 3.4 äîâåäåíà.
Ïiäíîñß÷è íåðiâíiñòü (3.32) äî ñòåïåíß β i ââîäß÷è ïîçíà÷åííß γ := αβ,
îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê.
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Íàñëiäîê 3.7. Íåõàé äîâiëüíi ôiêñîâàíi äiéñíi ÷èñëà β, γ ≥ 0. Òîäi,
ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè 3.4, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
rγ (B1, a1) · rβ (B2, a2) · rβ (B3, a3) · rγ (B4, a4) ≤
≤ rγ (B01 , a01) · rβ (B02 , a02) · rβ (B03 , a03) · rγ (B04 , a04) ,







(w − a01)2 (w − a04)2 (w − a02)2 (w − a03)2
dw2,















cosψ (β − γ) (2β − γ cos2 ψ)
β (β − 2γ cos2 ψ) ,
a01 = e














Çàóâàæåííß. Òåîðåìà 3.4 ïðè γ = β îòðèìàíà â ðîáîòàõ [20, 22].
3.5. Åêñòðåìàëüíà çàäà÷à ç òðüîìà âiëüíèìè
ïîëþñàìè íà îäèíè÷íîìó êîëi
Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëßäà¹òüñß åêñòðåìàëüíà çàäà÷à, ßêà ¹ âiëüíèì
àíàëîãîì âiäîìîãî ðåçóëüòàòó Ë. I. Êîëáiíî¨ [40]. Òàêîæ ïîäiáíi çàäà÷i
ðîçãëßäàâ Â. Í. Äóáèíií [28  32].
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Íà êëàñi P̂l3 äëß äîâiëüíîãî äiéñíîãî α ≥ 0 ðîçãëßíåìî ôóíêöiîíàë
∆3 = r
α (B1, a1) · r (B2, a2) · r (B3, a3) . (3.72)
Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëßíåìî çàäà÷ó ïîäiáíó äî çàäà÷i 3.4.
Çàäà÷à 3.5. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (3.72) íà êëàñi P̂l3 òà çíàéòè
åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P̂l3.
Ðiøåííß öi¹¨ çàäà÷i äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.5. Íåõàé äîâiëüíå α ∈ R, 0 ≤ α < 2. Òîäi äëß äîâiëüíî-
ãî âïîðßäêîâàíîãî íàáîðó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}3k=1 ∈ P̂l3,
êîìïîíåíòà A3 ßêîãî çàäîâîëüíß¹ óìîâi
0 ≤ arg a1 < arg a2 < arg a3 < 2pi,
ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü
∆3 ≤ ∆03, (3.73)















. Ïðè÷îìó îáëàñòi B0k, k =
= 1, 2, 3 ¹ êðóãîâèìè îáëàñòßìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó
Q(w)dw2 = −2
(
α− 2 + α2)w2 + (8 + α3)w + 2 (α− 2 + α2)
(w − 1)2 (w + e−iφ)2 (w + eiφ)2 dw
2,
(3.74)
äå φ = arccos α2 .
Äîâåäåííß òåîðåìè 3.5. Äîâåäåííß öi¹¨ òåîðåìè ïðîâîäèòüñß òèì æå
ìåòîäîì, ùî i äîâåäåííß òåîðåìè 3.4.







âi 0 ≤ α < 2 äîâîäèòüñß ñòàíäàðòíèì ÷èíîì. Ïðè çíà÷åííßõ 2 ≤ α
åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi íå iñíóþòü.
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Äàëi, àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 3.4, ñêîðèñòà¹ìîñß âàðiàöi¹þ (3.34)





3 = 0. (3.75)
Êîðèñòóþ÷èñü óìîâîþ (3.75), à òàêîæ òèì ôàêòîì, ùî ôóíêöiîíàë (3.72)
iíâàðiàíòíèé ùîäî ïîâîðîòó êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íàâêîëî ïî÷àòêó êî-
îðäèíàò, i òèì, ùî a0k ∈ l, k = 1, 2, 3, ìîæíà ââàæàòè
a01 = 1, Re a02 = −
α
2
, a03 = a
0
2. (3.76)
ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.4 ìîæíà ïîêàçàòè, ùî îáëàñòi B0k, k =
= 1, 2, 3 ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà l.
Îòæå, äëß ïîäàëüøîãî âèâ÷åííß åêñòðåìàëüíèõ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé
ìîæíà çàñòîñóâàòè âàðiàöiéíó ôîðìóëó Äþðåíà-Øèôôåðà (3.51).
Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (3.58), à òàêîæ, çàñòîñîâóþ÷è ðiâíîñòi (3.76),








α− 2 + α2)w2 + (8 + α3)w + 2 (α− 2 + α2)








äå ∆∗3  çíà÷åííß ∆3 íà âàðiéîâàíèõ âiäìi÷åíèõ îáëàñòßõ, φ = arccos α2 .






α− 2 + α2)w2 + (8 + α3)w + 2 (α− 2 + α2)
(w − 1)2 (w − ei(pi−φ))2 (w − ei(pi+φ))2
]
≥ 0 (3.78)
ñïðàâåäëèâó äëß äîâiëüíèõ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü w0 òà A = A (ρ) .
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Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (3.78) i îñíîâíî¨ ëåìè ìåòîäó ãðàíè÷íî¨ âàðiàöi¨








íß îá'¹äíàííß ñêií÷åíîãî ÷èñëà òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó
(3.74). Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 1, ðîáîòè [29], îäåðæó¹ìî îöiíêó (3.5.73)
ôóíêöiîíàëó (3.72) íà êëàñi P̂l3, ïðè 0 ≤ α < 2. Òåîðåìà 3.5 äîâåäåíà.
ßê i äëß ïîïåðåäíiõ òåîðåì ç òåîðåìè 3.5 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ðåçóëü-
òàò.
Íàñëiäîê 3.8. Íåõàé äîâiëüíi α, β ∈ R, α, β ≥ 0, 0 ≤ α < 2β. Òîäi
äëß äîâiëüíîãî âïîðßäêîâàíîãî íàáîðó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p =
= {(Bk, ak)}3k=1 ∈ P̂l3, êîìïîíåíòà A3 ßêîãî çàäîâîëüíß¹ óìîâi
0 ≤ arg a1 < arg a2 < arg a3 < 2pi,
ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü





) · rβ (B02 , a02) · rβ (B03 , a03) ,
äå a01 = 1, a02 = −e−i arccos
α
2β , a03 = −ei arccos
α
2β , à îáëàñòi B0k, k = 1, 2, 3 ¹














α− 2β + α2β
)
(w − 1)2 (w + e−iφ)2 (w + eiφ)2 dw
2,
äå φ = arccos α2β .
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3.6. Iíøèé âàðiàíò åêñòðåìàëüíî¨ çàäà÷i ç ÷î-
òèðìà âiëüíèìè ïîëþñàìè íà îäèíè÷íî-
ìó êîëi
Íà êëàñi P̂l4 ðîçãëßíåìî ôóíêöiîíàë
L4 =
rα (B1, a1) · rβ (B2, a2) · rα (B3, a3) · rβ (B4, a4)
|a1 − a3|2α−γ · |a2 − a4|2β−δ
, (3.79)
äå α, β, γ, δ ≥ 0, α + β > 0.
Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëßíåìî çàäà÷ó ïîäiáíó äî çàäà÷ 3.4 òà 3.5.
Çàäà÷à 3.6. Çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (3.79) íà êëàñi P̂l4 òà çíàéòè
åêñòðåìàëüíi âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ P̂l4.
Ïðè γ = 2α, δ = 2β öþ çàäà÷ó äëß îäíîçâ'ßçíèõ ñèìåòðè÷íèõ âiä-
íîñíî îäèíè÷íîãî êîëà îáëàñòåé ðîçãëßäàëè Ã. Ï. Áàõòiíà òà Î. Ê. Áàõ-
òií ó ðîáîòi [22]. Äëß áàãàòîçâ'ßçíèõ ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî îäèíè÷íîãî
êîëà îáëàñòåé ïðè γ = 2α, δ = 2β öß çàäà÷à ðîçãëßíóòà ó ðîáîòi [5]
Î. Ê. Áàõòiíèì, à äëß äîâiëüíèõ áàãàòîçâ'ßçíèõ îáëàñòåé ó ðîáîòi [6].
Ðîçâ'ßçîê çàäà÷i 3.6 äëß ôóíêöiîíàëó iíâàðiàíòíîãî âiäíîñíî äîâiëüíîãî
êîíôîðìíîãî àâòîìîðôiçìó êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, òîáòî ïðè γ = δ = 0,
ñôîðìóëüîâàíèé òåîðåìîþ 1.10 òà ðîçãëßäàâñß â ðîáîòàõ [4, 8, 9]. Ïîäiáíi
çàäà÷i ðîçãëßäàëèñß òàêîæ â ðîáîòàõ [28  32, 36  39, 48  50].
Ðiøåííß çàäà÷i 3.6 äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.6. Äëß áóäü-ßêèõ íåâiä'¹ìíèõ α, β, γ, δ, α+β > 0, γ+δ > 0
i äîâiëüíîãî âïîðßäêîâàíîãî íàáîðó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p =
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= {(Bk, ak)}4k=1 ∈ P̂l4 äëß êîìïîíåíòè A4 ßêîãî âèêîíó¹òüñß óìîâà:
0 = arg a1 < arg a2 < arg a3 < arg a4 < 2pi,
ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü
L4 ≤ L04, (3.80)















. Ïðè÷îìó îáëàñòi B0k, k = 1, 2, 3, 4
¹ êðóãîâèìè îáëàñòßìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó
Q(w)dw2 =
(β − α)w4 − 2 (β + α)w2 + (β − α)
(w4 − 1)2 dw
2. (3.81)
Çíàê ðiâíîñòi â (3.80), ç òî÷íiñòþ äî ïîâîðîòó êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè
íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, äîñßãà¹òüñß òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a1 =
= 1, a2 = i, a3 = −1, a4 = −i, Bk = B0k \ ek, cap ek = 0, ak∈ek, ek ∈ Bk,
k = 1, 4, ek  çàìêíóòà ìíîæèíà ó âiäíîñíié òîïîëîãi¨ â Bk, k = 1, 4.
Äîâåäåííß òåîðåìè 3.6. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî iñíóâàííß åêñòðåìàëüíèõ







Ç òåîðåìè Ì. À. Ëàâðåíòü¹âà [52] âèïëèâà¹, ùî
r (B1, a1) r (B2, a2) ≤ | a1 − a2 |2
äëß äîâiëüíèõ îáëàñòåé Bk ⊂ C òà òî÷îê ak ∈ Bk. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî





L4 (p) ≤ 2γ+δ. (3.82)






















k → a0k, n→∞.
ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåì 3.4 òà 3.5, ïðîâiâøè äîäàòêîâó âàðiàöiþ
(3.34) òà âèêîðèñòàâøè iíâàðiàíòiñòü ôóíêöiîíàëó (3.79) âiäíîñíî ïîâî-
ðîòó êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ïîêàçó¹ìî, ùî
ìîæíà âçßòè
a01 = 1, a
0
2 = e
iϕ, a03 = −1, a04 = −eiϕ,
äå ϕ ∈ (0; pi2] .
Íåõàé ïðè ïîâîðîòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäè-










∈ P̂l4, ßêà âíàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü







4 (ϕ)→ L(0)4 , n→∞.
Âíàñëiäîê òåîðåìè 2.15 [32, ñ. 50  51] òà ëåìè [8, ñ. 10  11] îäåðæèìî,
ùî ìîæíà âèáðàòè òàêó ïîñëiäîâíiñòü p(n) (ϕ) ∈ P̂l4 äëß ßêî¨ îáëàñòi
B
(n)
k (ϕ) ¹ îäíîçâ'ßçíi òà ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà l.
Äàëi, âðàõîâóþ÷è âèùåñêàçàíå, à òàêîæ âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi
íîðìàëüíèõ ñiìåéñòâ ñòàíäàðòíèìè ìiðêóâàííßìè ëåãêî ïîêàçàòè iñíó-






k=1 , äëß ßêîãî
L4 (p0) = L
(0)
4 ,
äå âåëè÷èíà L04 âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (3.82).
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Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè íå òiëüêè iñíóâàííß åêñòðåìàëüíèõ âiäìi÷å-






k=1, ßêi íàëåæàòü êëàñó P̂
l
4, à òàêîæ äîâåëè
iñíóâàííß îäíîçâ'ßçíèõ òà ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî l åêñòðåìàëåé.
Òîìó äëß ïîäàëüøîãî âèâ÷åííß åêñòðåìàëüíèõ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé
ìîæíà çàñòîñóâàòè âàðiàöiéíó ôîðìóëó Äþðåíà-Øèôôåðà (3.51).







k=1 ∈ P̂l4 ïåðåéäå ó âàðiéîâàíó ñèñòåìó p∗ =
= {(B∗k, a∗k)}4k=1 ∈ P̂l4.
ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.4 ñïðàâåäëèâi ôîðìóëè (3.52)  (3.58).
Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (3.51) îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi
| a∗s − a∗q |= | a0s − a0q | ·








) +O (ρ3)∣∣∣∣∣ , (3.84)
äå ïàðà íàòóðàëüíèõ iíäåêñiâ (s, q) ïðèéìà¹ äâà çíà÷åííß: (1, 3) àáî (2, 4).
Iç ðiâíîñòåé (3.84), âðàõîâóþ÷è òîòîæíiñòü (3.54), ñëiäóþòü íàñòóïíi
ñïiââiäíîøåííß












äå, ßê i ðàíiøå, ïàðà íàòóðàëüíèõ iíäåêñiâ (s, q) ïðèéìà¹ äâà çíà÷åííß:
(1, 3) àáî (2, 4).
Âðàõîâóþ÷è òå, ùî a01 + a03 = 0 òà a02 + a04 = 0 iç ñïiââiäíîøåíü (3.85)
ìà¹ìî,







äå ïàðà iíäåêñiâ (s, q) ïðèéìà¹ òàêi æ çíà÷åííß, ßê i â ðiâíîñòßõ (3.84)
òà (3.85).
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Âíàñëiäîê âèêîíàííß ñïiââiäíîøåíü (3.86) òà (3.58) äëß ôóíêöiîíàëó
(3.79) îòðèìà¹ìî îöiíêó
L4 (p























Áåðó÷è äî óâàãè ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòåé a01 = 1, a02 = i, a03 = −1,
a04 = −i, âèðàç (3.87) ìîæíà ïåðåïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì
L4 (p







w4 − 2 (β + α)w2 + (β + e2iϕα)






×åðåç òå, ùî ñèñòåìà âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p0 ∈ P̂l4 ðåàëiçó¹ àáñîëþò-






w4 − 2 (β + α)w2 + (β + e2iϕα)
(w2 − 1)2 (w2 − e2iϕ)2 +O (ρ) ≥ 0.
(3.89)
Ç îñíîâíî¨ ëåìè ìåòîäà ãðàíè÷íî¨ âàðiàöi¨ Øèôôåðà [79], âíàñëiäîê








ìèêàííßì îá'¹äíàííß ñêií÷åíîãî ÷èñëà òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî äèôå-
ðåíöiàëó




w4 − 2 (β + α)w2 + (β + e2iϕα)




Íåñêëàäíî áà÷èòè, ùî êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë (3.90) çàäîâîëüíß¹
âëàñòèâîñòi
Q(−w)d (−w)2 = Q(w)dw2.
Çâiäñè, òà ç ñàìîãî âèãëßäó êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó (3.90), âèïëè-
âà¹, ùî éîãî òðà¹êòîði¨ ñèìåòðè÷íi îäèíè÷íîìó êîëó l i öåíòðàëüíî ñè-
ìåòðè÷íi âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.
Çàâåðøåííß äîâåäåííß òåîðåìè 3.6 ïðîâîäèòüñß àíàëîãi÷íî òîìó, ßê
öå áóëî çðîáëåíî ó ðîáîòàõ [5, 8].
Ïðîñèìåòðèçó¹ìî îáëàñòü B0k âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ïðîìåíß
z = he
pi

















)} ∈ P̂l4, ïåðåòâîðèòüñß â

















Ç ðåçóëüòàòiâ ðîáiò [25, ãë. 8], [6, ñ. 101  103] âèïëèâà¹, ùî äëß ñèñòåìè






) ≤ r (B00k , ik−1) , k = 1, 4. (3.91)
Íàñòóïíèé âèñíîâîê ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì íåðiâíîñòåé (3.92)
L
(0)
4 = L4 (p0) ≤ L4 (p00) ≤ L(0)4 . (3.92)
Íåðiâíîñòi (3.93) äàþòü çìîãó çàïèñàòè ñëiäóþ÷ó ñèñòåìó ðiâíîñòåé
L4 (p0) = L4 (p00) = L
(0)
4 . (3.93)










k−1) , k = 1, 4. (3.94)
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Çãiäíî òåîðåì ïðî îäèíè÷íiñòü ïðè êðóãîâèé ñèìåòðèçàöi¨ Äæ. Äæåí-
êèíñà [25, ãë. 8], [75, 76] êîðèñòóþ÷èñü ðiâíîñòßìè (3.95), ìîæíà çðîáèòè
âèñíîâîê, ùî îáëàñòi B00k ïîâèííi ïåðåõîäèòè â îáëàñòi B0k (ïðè òîìó
ñàìîìó k = 1, 2, 3, 4), çà äîïîìîãîþ îáåðòàííß íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäè-
íàò. Áåðó÷è äî óâàãè ñòðóêòóðó òðà¹êòîðié êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó
(3.90), ôîðìóëè (3.94) òà (3.95), îäåðæó¹ìî, ùî îñòàíí¹ òâåðäæåííß áóäå
ìàòè ìiñöå, ßêùî òiëüêè ϕ = pi2 .




k=1 ∈ P̂l4 âèçíà÷à-
þòüñß êâàäðàòè÷íèì äèôåðåíöiàëîì (3.90) ïðè ϕ = pi2 . Îòæå, îáëàñòi
B00k , k = 1, 2, 3, 4 ¹ êðóãîâèìè îáëàñòßìè, à òî÷êè a0k = ik−1 ∈ B00k ,
k = 1, 2, 3, 4,  ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó
Q(w)dw2 =
(β − α)w4 − 2 (β + α)w2 + (β − α)
(w4 − 1)2 dw
2. (3.95)
Êîðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòßìè åêñòðåìàëüíèõ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p00,
çàïèñàíèõ ó ôîðìóëàõ (3.94)  (3.96), òà ç îãëßäó íà òåîðåìó 1 ðîáîòè
[29], îäåðæó¹ìî, ùî íà êëàñi P̂l4 ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà íåðiâíiñòü
L4 (p) ≤ L4 (p00) , p ∈ P̂l4. (3.96)
Äîñëiäæåííß ìîæëèâîñòi äîñßãíåííß çíàêó ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (3.97)
ïðîâîäèòüñß ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî äîñëiäæåííþ öüîãî æ ïèòàííß â ðîáîòi
[8, ñ. 28  35]. Òåîðåìà 3.6 äîâåäåíà.
Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3
Â öüîìó ðîçäiëi ðîçâ'ßçàíi íàñòóïíi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i:
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1. Äëß ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ
âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ùî íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êðóãó, âçßòèõ
âiäíîñíî òî÷îê, ßêi âiëüíî ðóõàþòüñß ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi,
îïèñàíî ðîçìiùåííß åêñòðåìàëüíèõ îáëàñòåé òà òî÷îê.
2. Îòðèìàíî õàðàêòåðèñòèêó åêñòðåìàëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ äëß ôóíêöiî-
íàëó, ùî ñêëàäà¹òüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèí-
íèõ îáëàñòåé âçßòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ßêi íàëåæàòü äåßêîìó êiëüöþ òà
âiëüíî ðóõàþòüñß ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi.
3. Çíàéäåíî ðîçìiùåííß åêñòðåìàëüíèõ îáëàñòåé òà òî÷îê äëß ôóíê-
öiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ òðüîõ i ÷îòèðüîõ
âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âçßòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ßêi âiëüíî ðóõà-
þòüñß ïî îäèíè÷íîìó êîëó.
4. Ïîâíiñòþ îïèñàíà åêñòðåìàëüíà êîíôiãóðàöiß äëß ôóíêöiîíàëó, ßêèé
ñêëàäà¹òüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ ÷îòèðüîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèí-
íèõ îáëàñòåé âçßòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñß ïî îäèíè÷íîìó
êîëó, à òàêîæ çàëåæèòü âiä âiäñòàíåé ìiæ öèìè òî÷êàìè.
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ÐÎÇÄIË 4
ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍI ÇÀÄÀ×I ÄËß ÏÐÎÌÅÍÅÂÈÕ
ÑÈÑÒÅÌ ÒÎ×ÎÊ ÒÀ ÄÅßÊI ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß
Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëßäàþòüñß åêñòðåìàëüíi çàäà÷i íà êëàñi âçà¹ì-
íî íåïåðåòèííî¨ ñèñòåìè îáëàñòåé ç âiëüíèìè ïîëþñàìè, ßêi íàëåæèòü
äåßêié, íå îáîâ'ßçêîâî ðiâíîìiðíèé, ïðîìåíåâié ñèñòåìi. Òàêîæ â öüîìó
ðîçäiëi íàâîäßòüñß òî÷íi ÷èñëîâi îöiíêè äåßêèõ ôóíêöiîíàëiâ, ùî ðîç-
ãëßäàþòüñß ó öié ðîáîòi.
4.1. Îñíîâíi ïîíßòòß ðîçäiëó 4
Â öüîìó ðîçäiëi, ßê i â ðîçäiëi 3, áóäåìî êîðèñòóâàòèñß îçíà÷åííßìè
ââåäåíèìè íàìè â ïiäðîçäiëàõ 2.1 òà 3.1.
Òàêîæ íàâåäåìî äåßêi äîäàòêîâi ïîíßòòß.
Îçíà÷åííß 4.1. Äëß êîæíîãî n ∈ N, n ≥ 2 ìíîæèíó âñiõ íàáîðiâ òî÷îê
An = {ak}nk=1 ⊂ C òàêèõ, ùî 0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2pi
ïîçíà÷èìî Λn. Â ïîäàëüøîìó, íàáîðè òî÷îê An ∈ Λn áóäåìî íàçèâàòè
ïðîìåíåâèìè ñèñòåìàìè òî÷îê.
Äëß êîæíî¨ ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {bk}nk=1 ∈ Λn ðîçãëßíåìî
ìíîæèíó ÷èñëîâèõ ïàðàìåòðiâ, ßêi ãåîìåòðè÷íî õàðàêòåðèçóþòü äàíó
ñèñòåìó. Íåõàé σk := 1pi (arg ak+1 − arg ak) , k = 1, n− 1, σn :=





Äëß ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè An = {bk}nk=1 ∈ Λn âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë













Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiîíàë η (An) ¹ óçàãàëüíåííßì ôóíêöiîíàëó
µ (An) ßêèé ââåäåíèé íàìè â ïiäðîçäiëi 2.1, íà âèïàäîê äîâiëüíî¨ ïðî-
ìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An ∈ Λn.
Îçíà÷åííß 4.2. Íåõàé Pn ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ âïîðßäêîâàíèõ íà-
áîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}n+1k=0 òàêèõ, ùî Fn+2 (p) = {Bk}n+1k=0
¹ ñ. í. î. i a0 = 0, an+1 =∞, An = {ak}nk=1 ∈ Λn.
Îçíà÷åííß 4.3. Íåõàé P̂n ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ âïîðßäêîâàíèõ íà-
áîðiâ p = {(Bk, ak)}nk=1 òàêèõ, ùî Fn (p) ¹ ñ. í. î. òà An (p) ∈ Λn.
Îçíà÷åííß 4.4. Äëß äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ÷èñëà ε0 > 0 ïîçíà÷èìî
÷åðåç Pn (ε0) ïiäìíîæèíó ìíîæèíè Pn âñiõ âïîðßäêîâàíèõ íàáîðiâ âiäìi-
÷åíèõ îáëàñòåé p = {(Bk, ak)}n+1k=0 ç ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ òî÷îê An ∈ Λn
òàêîþ, ùî σk = 2n + εk, äå |εk| ≤ ε0, k = 1, n.
4.2. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè
Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ äîïîâíåííßì äî ëåìè 2.1.1. Éîãî ìîæíà îòðè-
ìàòè ç ðîáiò [37], [50], à òàêîæ ç ðîáîòè [29] äëß çíà÷åíü τ1, τ2 ç ïåâíîãî
iíòåðâàëó. Àëå â âèùåâêàçàíèõ ðîáîòàõ äîâåäåííß äóæå êîðîòêå, òîìó
äëß ïîâíîòè i ëîãi÷íîñòi âèêëàäåííß ìàòåðiàëó äèñåðòàöi¨ ìè ïðèâåäåìî
ïîâíå äîâåäåííß äàíîãî ðåçóëüòàòó, ßêå áóëî îòðèìàíî íàìè íåçàëåæíî
i iíøèì ìåòîäîì ïî âiäíîøåííþ äî ðîáiò [29], [37], [50].
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Ëåìà 4.1. Ïðè äîâiëüíèõ τ1 ≥ 0, τ2 ≥ 0, τ1 + τ2 > 0 íà êëàñi P∗2
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
(r (B0, 0) r (B3,∞))τ1 ·
(








2∣∣√τ1 −√τ2∣∣(√τ1−√τ2)2 (√τ1 +√τ2)(√τ1+√τ2)2 . (4.1)



















, à B0s , s = 0, 1, 2, 3 



















)2 dw2 ∀h > 0, (4.2)
i ìíîæèíà âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ êîìïîíåíò ñèñòåìè p ìà¹ ëî-
ãàðèôìi÷íó ¹ìíiñòü ðiâíó íóëþ.
Äîâåäåííß ëåìè 4.1. Â ëåìi 2.1 áóâ îòðèìàíèé êâàäðàòè÷íèé äèôå-
ðåíöiàë 4.2. Òàêîæ áóëî ïîêàçàíî, ùî îäíà ç åêñòðåìàëåé áóäå ó âèïàäêó
îäíîçâ'ßçíèõ îáëàñòåé. Òîìó, íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæà-
òè, ùî åêñòðåìàëüíi îáëàñòi ¹ îäíîçâ'ßçíi.
Â ïîäàëüøîìó, áóäåìî äißòè, â îñíîâíîìó, àíàëîãi÷íî ðîáîòi [40].















)2 dw2k = γ2k (dzz
)2
, k = 0, 3, (4.3)
äå wk (z)  ôóíêöi¨, ßêi âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã U = {z : |z| < 1}
íà âiäïîâiäíi åêñòðåìàëüíi îáëàñòi B0k, à γk  äåßêà ñòàëà, k = 0, 3.
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Ïðîiíòåãðó¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíßííß (4.3). Îòðèìà¹ìî,






) dwk = γk ∫ dz
z
, k = 0, 3, (4.4)
äå ðîçãëßäà¹òüñß òàêà âiòêà êîðåíß êâàäðàòíîãî, ïðè ßêié wk = 0 ïåðå-
õîäèòü â tk = h
2






γk) , k = 0, 1, 2, 3, (4.5)
äå Ck, γk  äåßêi ñòàëi, k = 0, 3.
Äëß ïåðåòâîðåííß ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (4.4) ïåðåéäåìî âiä çìiííî¨













− w2k, k = 0, 3, (4.6)
äå âiòêà êîðåíß ðîçãëßäà¹òüñß òàêà æ, ßê i â ðiâíîñòi (4.4).
Çðîáèâøè çàìiíó (4.6) â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (4.4), ìè îòðèìà¹ìî
ñëiäóþ÷è ðiâíîñòi

















































äå k = 0, 3. Ïðè÷îìó âiòêà êîðåíß áåðåòüñß òà æ, ùî i â ðiâíîñòi (4.4).
















































































äå k = 0, 3. Â (4.8) ðîçãëßäà¹ìî áóäü-ßêó âiòêó êîðåíß êâàäðàòíîãî òà
ëîãàðèôìà.
Ç ðiâíîñòåé (4.5)  (4.8) îòðèìà¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííß ðiâíî-
ñèëüíå ðiâíîñòi (4.4)

































γk, k = 0, 1, 2, 3, (4.9)
äå ôóíêöi¨ tk çàäàíî ôîðìóëàìè (4.6), Ck, γk, k = 0, 3  äåßêi ñòàëi, à
äëß êîðåíß ìîæíà ðîçãëßäàòè áóäü-ßêó ç éîãî âiòîê.
Çíàéäåìî êîðåíi ÷èñåëüíèêà ïiäiíòåãðàëüíîãî âèðàçó çàïèñàíîãî â ïðàâié











= 0, k = 0, 3. (4.10)
















äå ðîçãëßäà¹òüñß äîâiëüíà âiòêà êîðåíß êâàäðàòíîãî.
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Òåïåð çíàéäåìî |Ck|. Äëß öüîãî âèêîðèñòà¹ìî òå, ùî ïðè ñêëàäíîìó âi-
äîáðàæåííß tk (wk (z)) ïðîîáðàçîì òî÷êè t(1) ¹ äåßêà òî÷êà z(1)k , ïðè÷îìó
z
(1)
k ∈ l = {z : |z| = 1}, k = 0, 3.









































äå k = 0, 3, à âiòêà êîðåíß áåðåòüñß òàêà æ, ßê i â ðiâíîñòi (4.9).



















, k = 0, 3, (4.12)
















) , k = 0, 3,






2 := −ih2 , w(0)3 := ∞,
à ïîòiì ïîñòàâèòè ïåðåä íèì çíàê ±1, âðàõîâóþ÷è òå, ùî wk (0) = w(0)k ,
k = 0, 1, 2, w3 (∞) =∞.
Çãiäíî âèùåñêàçàíîãî îòðèìà¹ìî






Êîðèñòóþ÷èñü ðiâíîñòßìè (4.9), (4.13), ìîæíà îòðèìàòè ðiâíßííß åêñ-















































































, k = 1, 2, (4.15)
äå ôóíêöi¨ tk (wk) , k = 0, 3 âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (4.6).
Ç ôîðìóë (4.6) òà (4.14), âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (4.11), îòðèìà¹ìî










































Ç ðiâíîñòåé (4.16), (4.17) òà ç îãëßäó íà òå, ùî äëß îäíîçâ'ßçíèõ îá-
ëàñòåé ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó âíóòðiøíié ðàäióñ çáiãà¹òüñß ç êîíôîðìíèì,
























































Àíàëîãi÷íî, ç ôîðìóë (4.6) òà (4.15), âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (4.11), ìà¹ìî
∣∣∣∣z′(±ih2



















Ç ðiâíîñòi (4.20), âðàõîâóþ÷è òå, ùî äëß îäíîçâ'ßçíèõ îáëàñòåé ãiïåð-





























) , k = 1, 2. (4.21)
Ïiäñòàâëßþ÷è ðiâíîñòi (4.18), (4.19) òà (4.21) â ôóíêöiîíàë
W2 (p) = (r (B0, 0) r (B3,∞))τ1 ·
(




òà âðàõîâóþ÷è òå, ùî
|a1 − a2|2 = h2,
îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (4.1). Ëåìà 4.1 äîâåäåíà.






S(τ) = lnΨ (τ) = ln
τ 2τ
2
| 1− τ |(τ−1)2 (1 + τ)(τ+1)2
(4.22)
¹ îïóêëîþ.
Äîâåäåííß ëåìè 4.2. Ïðåäñòàâèìî ôóíêöiþ (4.22) íàñòóïíèì ÷èíîì
S(τ) = 2τ 2 ln τ − (τ − 1)2 ln | 1− τ | − (τ + 1)2 ln (1 + τ) . (4.23)
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Ç (4.23), ìà¹ìî,
S ′(τ) = ln
τ 4τ
| 1− τ |2(τ−1) (1 + τ)2(τ+1)
=
= 4τ ln τ − 2 (τ − 1) ln | 1− τ | −2 (τ + 1) ln (1 + τ) .
Àíàëîãi÷íî ç (4.22), îòðèìà¹ìî,
S ′′(τ) = 4 ln τ − 2 ln | 1− τ | −2 ln (1 + τ) = 2 ln τ
2
| 1− τ | (1 + τ) .
Çíàéäåìî òî÷êè ïåðåãèíó òà iíòåðâàëè îïóêëîñòi ôóíêöi¨ (4.22). Äëß öüî-
ãî ïðèðiâíþ¹ìî äðóãó ïîõiäíó äî íóëß. Ïðè öüîìó îòðèìà¹ìî ðiâíßííß
τ 2
| 1− τ | (1 + τ) = 1. (4.24)
Âèðàç (4.24) ìîæíà ïåðåòâîðèòè íàñòóïíèì ÷èíîì
τ 2 − (τ + 1) | 1− τ |
| 1− τ | (1 + τ) = 0. (4.25)
Ïðè ðîçâ'ßçóâàííi ðiâíßííß (4.25) ìîæëèâi äâà íàñòóïíèõ âèïàäêè:
1) τ > 1 :
τ 2 − (τ + 1) | 1− τ |
| 1− τ | (1 + τ) =
1
(τ − 1) (1 + τ); (4.26)
2) 0 ≤ τ < 1 : τ
2 − (τ + 1) | 1− τ |









(τ − 1) (1 + τ) .
Ó âèïàäêó 1) ôîðìóë (4.26) âèðàç áiëüøèé íóëß. Îòæå, ç âèïàäêiâ 1)
























4.3. Äåßêi îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ äëß ïðîìåíå-
âèõ ñèñòåì òî÷îê
Íà êëàñàõ Pn òà P̂n ðîçãëßíåìî ôóíêöiîíàëè 2.1 òà 2.2, âiäïîâiäíî.
Ââåäåìî ó ðîçãëßä åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó.
Çàäà÷à 4.1. Äëß ðiçíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê An ∈ Λn íåîáõiäíî
çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (2.1) i âèçíà÷èòè âñi åêñòðåìàëüíi âiäìi-
÷åíi îáëàñòi p ∈ Pn ïðè óìîâi, ùî η ≤ η0, äå η0 äåßêå ôiêñîâàíå äîäàòíå
äiéñíå ÷èñëî.
Ðiøåííß çàäà÷i 4.1 äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 4.1. Äëß áóäü-ßêèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [0; 0, 125] òà η0,
0 < η0 < ∞, äëß âñiõ íàáîðiâ p ∈ Pn ç ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ An ∈ Λn
òàêîþ, ùî
η (An) ≤ η0,
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
Jn (p) ≤ Jn (p0) , (4.27)
äå p0 = {(Dk, dk)}n+1k=0 ∈ Pn, Dk è dk, k = 0, n+ 1 âiäïîâiäíî êðóãîâi




n2 − 2α)wn + αη20
w2 (wn − η0)2
dw2. (4.28)
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Äîâåäåííß òåîðåìè 4.1. ßê i ðàíiøå, íàøi äîñëiäæåííß áóäóòü áàçóâà-
òèñß íà çàñòîñóâàííi êóñî÷íî-ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß Â. Í. Äóáèíiíà
(äèâ. [28  32]).
Ôóíêöiß




σk , k = 1, 2, . . . , n (4.29)
êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ îáëàñòü
Mk :=
 w : arg ak < argw < arg ak+1, k = 1, n− 1w : arg an < argw < 2pi, k = n
íà ïðàâó ïiâïëîùèíó. Iç ñïiââiäíîøåíü (4.29) ëåãêî áà÷èòè, ùî





−1 |w − am| , w → am,
k = 1, 2, ..., n− 1, m = k, k + 1;
(4.30)





−1 |w − am| , w → am, m = 1, n;
|ζk (w)| = |w|
1
σk , w → 0, w →∞.
Ïîçíà÷èìî
ζk (ak) =: ω
(1)
k , ζk (ak+1) =: ω
(2)
k , k = 1, 2, ..., n− 1;
(4.31)
ζn (an) =: ω
(1)
n , ζn (a1) =: ω
(2)
n .
Ç ôîðìóë (4.29) i (4.31) îòðèìà¹ìî, ùî
ω
(1)












k = ζk (ak+1) = −i
(
ei(arg ak+1−arg ak) |ak+1|
) 1
σk = i |ak+1|
1
σk , k = 1, n− 1,
(4.32)








Çãiäíî ôîðìóë (4.32) ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi
| ak |
1
σk + | ak+1 |
1
σk= | ω(1)k − ω(2)k |, k = 1, n− 1,
(4.33)
| an | 1σn + | a1 | 1σn= | ω(1)n − ω(2)n | .
Ðåçóëüòàòè ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß [30  32] îáëàñòåé B0 i B∞ :=














. Ðåçóëüòàò ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß îáëàñòiBk, k = 2, 3, ...,









ëàñòi B1 ðåçóëüòàòîì ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß ùîäî ñiìåéñòâà ôóíêöié








. Òàêèì ÷èíîì, ñóêóïíiñòü îá-
ëàñòåé {Mk}nk=1 i áóäü-ßêà ñèñòåìà p ∈ Pn ïîðîäæóþòü ñèñòåìó âiäìi÷å-





























∈ P∗2, äå êëàñ P∗2 ââåäåíèé â ïiäðîçäiëi 2.1, k = 1, n.
Ç òåîðåìè 1.9 [32] òà ñïiââiäíîøåíü (4.30) i (4.32) ñëiäóþòü íåðiâíîñòi































∀k = 2, ..., n,



























































Óìîâè ðåàëiçàöi¨ çíàêà ðiâíîñòi â íåðiâíîñòßõ (4.34) ïîâíiñòþ îïèñàíi
â òåîðåìi 1.9 [32]. Íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåíü (4.34) îäåðæèìî íåðiâíiñòü
Jn (p) = [r (B0, 0) · r (B∞,∞)]α
n∏
k=1



























































































































































































































































































Íåðiâíiñòü (4.37), âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (4.38), ìîæíà ïåðåïèñàòè íà-
ñòóïíèì ÷èíîì






























































































ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (4.40) äîñßãà¹òüñß òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè σ1 = σ2 = ... = σn = 2n .
Êîðèñòóþ÷èñü ñïiââiäíîøåííßìè (4.32), (4.33) òà (4.40), à òàêîæ âðà-














































Êîæíèé âèðàç, ßêèé ñòî¨òü ó ôiãóðíèõ äóæêàõ íåðiâíîñòi (4.41), ¹ çíà-
÷åííß ôóíêöiîíàëó
Wτ = (r (B0, 0) · r (B∞,∞))τ
2 · r (B1, a1) · r (B2, a2)|a1 − a2|2
,
íà âiäìi÷åíèõ îáëàñòßõ νk ∈ P∗2, k = 1, n. Íà ïiäñòàâi ëåìè 4.1 îäåðæó¹ìî
îöiíêó





|τ − 1|(τ−1)2 · (τ + 1)(τ+1)2
, τ ≥ 0. (4.43)






































äëß 0 ≤ √ασk ≤ 1√2 , k = 1, n. Ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (4.45)
äîñßãà¹òüñß òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè














äå 0 ≤ α ≤ 0, 125. Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (4.46) äîñßãà¹òüñß òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè





















äëß 0 ≤ α ≤ 0, 125. Ç (4.47) âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (4.27).
Çðîáèâøè çàìiíó çìiííî¨ ïî ôîðìóëi z = iw n2 â êâàäðàòè÷íîìó äèôå-
ðåíöiàëi (2.4) îòðèìà¹ìî êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë (4.28). Òåîðåìà 4.1
äîâåäåíà.
Ç íåðiâíîñòi (4.47), âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííß (4.43), ëåãêî îòðèìàòè
íàñòóïíèé íàñëiäîê.
Íàñëiäîê 4.1. Äëß áóäü-ßêèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [0; 0, 125] òà η0,
0 < η0 < ∞, äëß âñiõ íàáîðiâ p ∈ Pn ç ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ An ∈ Λn
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òàêîþ, ùî
η (An) ≤ η0,
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü








Íàñëiäîê 4.1 ¹ äîñèòü âàæëèâèì òàê, ßê âií äà¹ òî÷íó ÷èñëîâó îöiíêó
ôóíêöiîíàëó (2.1) äëß çàäà÷i 4.1.
Â òåîðåìi 4.1 íàêëàäåíî îáìåæåííß íà ñòåïiíü α. Âèíèêà¹ ïèòàííß, ÷è
ìîæíà ïðè ïåâíèõ óìîâàõ, çìåíøèòè öå îáìåæåííß íà ñòåïiíü. Âiäïîâiäü
íà öå ïèòàííß äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 4.2. Äëß äîâiëüíèõ n ≥ 3, n ∈ N, α, η0, 0 ≤ α ≤ n28 , 0 < η0 <
<∞ òà âñiõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p ∈ Pn ç ïðîìåíåâîþ ñèñòå-
ìîþ An ∈ Λn äëß ßêî¨ âèêîíóþòüñß óìîâè:
σk ≤ 1√
2α
∀k = 1, n, (4.49)
η (An) ≤ η0,
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
Jn (p) ≤ Jn (p0) ,
äå âåëè÷èíà p0 âèçíà÷åíà â òåîðåìi 4.1. Ïðè÷îìó ÷èñëîâå çíà÷åííß
Jn (p0) äîðiâíþ¹ ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (4.48).
Äîâåäåííß òåîðåìè 4.2 ïðîâîäèòüñß, â îñíîâíîìó, àíàëîãi÷íî äîâåäåí-
íþ òåîðåìè 4.1, àëå âiäìiòèìî ðiçíèöþ ìiæ äîâåäåííßìè öèõ òåîðåì.
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Òàê ßê σk ≥ 0,
n∑
k=1
σk = 2, òî óìîâà
σk ≤ 1√
2α
, k = 1, n






íàøi ïðîìåíåâi ñèñòåìè òî÷îê,
âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ äîâiëüíèìè, à ¹ äåßêèìè íåðiâíîìiðíèìè ïðîìå-
íåâèìè ñèñòåìàìè òî÷îê ç ïåâíèìè îáìåæåííßìè íà σk, k = 1, n. Ïðè
α → n28 ; σk → 2n , òà ïðè α = n
2
8 ; σk =
2
n ∀k = 1, n. Òîáòî ïðè α = n
2
8
ïðîìåíåâà ñèñòåìà òî÷îê ¹ ðiâíîìiðíîþ. Îòæå, â òåîðåìi 4.2 îòðèìàíèé
ðåçóëüòàò, ßêèé ïiäñèëþ¹ ðåçóëüòàò òåîðåìè 4.1 íà áiëüø îáìåæåíîìó
êëàñi ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê.









, k = 1, n, (4.50)
äå |εk| < ε0, k = 1, n, ε0  äåßêå ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî.
Êîðèñòóþ÷èñü íåðiâíiñòþ (4.50) ç òåîðåìè 4.2 ñëiäó¹ íàñòóïíèé íàñëi-
äîê.
Íàñëiäîê 4.2. Äëß äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë n ≥ 3, n ∈ N, η0,





, òà äëß âñiõ íàáîðiâ
âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p ∈ Pn (ε0) ç ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ òî÷îê An ∈ Λn
òàêîþ, ùî
η (An) ≤ η0,
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
Jn (p) ≤ Jn (p0) ,
äå âåëè÷èíà p0 âèçíà÷åíà â òåîðåìi 4.1. Ïðè÷îìó ÷èñëîâå çíà÷åííß
Jn (p0) äîðiâíþ¹ ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (4.48).
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Ïiäíîñß÷è íåðiâíiñòü (4.27) äî ñòåïåíß β ≥ 0 i ââîäß÷è ïîçíà÷åííß
γ := αβ îòðèìà¹ìî ðåçóëüòàòè, ßêi áóäóòü âèïëèâàòè ç òåîðåì 4.1, 4.2 òà
íàñëiäêó 4.2, âiäïîâiäíî.
Íàñëiäîê 4.3. Äëß áóäü-ßêèõ n ≥ 3, n ∈ N, γ, β ≥ 0, γ + β > 0,
γ
β ∈ [0; 0, 125] òà η0, 0 < η0 <∞, äëß âñiõ íàáîðiâ p ∈ Pn ç ïðîìåíåâîþ
ñèñòåìîþ An ∈ Λn òàêîþ, ùî
η (An) ≤ η0,
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü



















βn2 − 2γ)wn + γη20
w2 (wn − η0)2
dw2.
Íàñëiäîê 4.4. Äëß áóäü-ßêèõ n ≥ 3, n ∈ N, γ, β ≥ 0, γ + β > 0,
0 ≤ γβ ≤ n
2
8 , η0, 0 < η0 <∞, i âñiõ íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p ∈ Pn ç





∀k = 1, n,
η (An) ≤ η0,
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ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü














äå îáëàñòi Dk òà òî÷êè dk, k = 0, n+ 1 âèçíà÷åíi â íàñëiäêó 4.3.
Íàñëiäîê 4.5. Äëß áóäü-ßêèõ n ≥ 3, n ∈ N, η0, ε0, 0 < η0 < ∞,
0 < ε0 <
1





, òà äëß âñiõ
íàáîðiâ âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p ∈ Pn (ε0) ç ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ òî÷îê
An ∈ Λn òàêîþ, ùî
η (An) ≤ η0,
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü














äå îáëàñòi Dk òà òî÷êè dk, k = 0, n+ 1 âèçíà÷åíi â íàñëiäêó 4.3.
Íàñòóïíèé íàñëiäîê áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4.1 ïðè α = 0.
Íàñëiäîê 4.6. Äëß áóäü-ßêèõ n ≥ 3, n ∈ N, η0, 0 < η0 <∞, äëß âñiõ
íàáîðiâ p ∈ P̂n òàêèõ, ùî































k = 1, n êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó




Ïðè α = 0 ç íàñëiäêó 4.1 ñëiäó¹ òàêèé ðåçóëüòàò.
Íàñëiäîê 4.7. Äëß áóäü-ßêèõ n ≥ 3, n ∈ N, η0, 0 < η0 <∞, äëß âñiõ
íàáîðiâ p ∈ P̂n òàêèõ, ùî










Áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì ïîïåðåäíüîãî ðåçóëüòàòó ¹ íàñòóïíèé êëà-
ñè÷íèé ðåçóëüòàò, ßêèé âïåðøå îòðèìàíèé ó ðîáîòi Î. Ê. Áàõòiíà [10].
Íàñëiäîê 4.8.([10]) Äëß áóäü-ßêèõ n ≥ 3, n ∈ N, äëß âñiõ íàáîðiâ
p ∈ P̂n òàêèõ, ùî










Äëß äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ïîïàðíî ðiçíèõ òî÷îê {ak}nk=1, ßêi íàëåæàòü
îäèíè÷íîìó êîëó l = {w : |w| = 1} çíà÷åííß ôóíêöi¨ η (An) = 1. Âðàõî-
âóþ÷è öå çàóâàæåííß ç íàñëiäêó 4.8 îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
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Íàñëiäîê 4.9 ([28  32]).Äëß áóäü-ßêèõ ðiçíèõ òî÷îê ak, k = 1, 2, ..., n,
n ≥ 3, n ∈ N, ßêi íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó òà äîâiëüíî¨ ñ. í. î.
{Bk}nk=1 , ak ∈ Bk ∀k = 1, 2, ..., n, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
n∏
k=1






Íàñëiäîê 4.9 áóâ îïèñàíèé íàìè òåîðåìîþ 1.8 ó ïiäðîçäiëi 1.3, i âií
âïåðøå îòðèìàíèé â ðîáîòi [28], ó âèãëßäi íàñëiäêó áiëüø ñèëüíîãî ðå-
çóëüòàòó. (äèâ., òàêîæ [29  32]).
Äëß îäíîçâ'ßçíèõ îáëàñòåé, â ïðàößõ [36, 45], íàñëiäîê 4.9 áóëî îòðè-
ìàíî iíøèìè ìåòîäàìè.
Â çàäà÷i 4.1 çíà÷åííß η áóëî äîäàòíå, àëå ìåíøå äåßêîãî ôiêñîâàíîãî
çíà÷åííß η0. Òåïåð, ïî àíàëîãi¨ ç ïiäðîçäiëîì 2.2, ìè çàôiêñó¹ìî äåßêå
çíà÷åííß η = η0 i ñôîðìóëþ¹ìî çàäà÷ó ïî âèçíà÷åííþ ìàêñèìóìó ôóíê-
öiîíàëó (2.1) ïî âiäìi÷åíèì îáëàñòßì p ∈ Pn ç ôiêñîâàíèì çíà÷åííßì
η = η0.
Çàäà÷à 4.2. Äëß äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííß η = η0, 0 < η0 <
< ∞ çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëó (2.1) íà êëàñi Pn i âèçíà÷èòè òàêi
âiäìi÷åíi îáëàñòi p ∈ Pn íà ßêèõ öåé ìàêñèìóì äîñßãà¹òüñß.
Àíàëîãi÷íî ïiäðîçäiëó 2.2, äëß çàäà÷i 4.2 íåñêëàäíî ñôîðìóëþâàòè
òâåðäæåííß, ßêi áóäóòü áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè âèùåñôîðìóëüîâà-
íèõ ðåçóëüòàòiâ, àëå öå ìè òóò ðîáèòè íå áóäåìî.
ßê i â âèïàäêó òåîðåì 2.1 òà 2.2, äëß òåîðåìè 4.1 ñôîðìóëþ¹ìî î÷åâèä-
íèé íàñëiäîê, ßêèé áóäå íîâèì ðåçóëüòàòîì íà êëàñi îäíîëèñòèõ ôóíêöié.
Íåõàé w = fk (z) , k = 0, n  îäíîëèñòi ôóíêöi¨, ßêi âiäîáðàæàþòü
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îäèíè÷íèé êðóã |z| < 1 íà ïîïàðíî âçà¹ìíî-íåïåðåòèííi îäíîçâ'ßçíi îá-
ëàñòi Bk ⊂ C, k = 0, n, âiäïîâiäíî, à ôóíêöiß w = fn+1 (z) îäíîëè-
ñòî âiäîáðàæà¹ çîâíiøíiñòü îäèíè÷íîãî êðóãà {z : |z| > 1} íà îáëàñòü
Bn+1 ⊂ C, Bn+1
⋂
Bk = ø, k = 0, n, òàêèì ÷èíîì, ùî f0 (0) = 0 ∈ B0,
fk (0) = ak ∈ Bk, k = 1, n, fn+1 (∞) = ∞ ∈ Bn+1. Òîäi ñïðàâåäëèâèé
íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ßêèé ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì òåîðåìè 4.1.
Íàñëiäîê 4.10. Äëß áóäü-ßêèõ n ≥ 3, n ∈ N, α ∈ [0; 0, 125] òà η0,
0 < η0 < ∞, äëß âñiõ íàáîðiâ p ∈ Pn ç ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ An ∈ Λn
òàêîþ, ùî
η (An) ≤ η0
òà äîâiëüíî¨ ñèñòåìè îäíîëèñòèõ ôóíêöié w = fk (z) , k = 0, n+ 1, äå
ôóíêöi¨ w = fk (z) , k = 0, n âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã |z| <
< 1 íà ïîïàðíî âçà¹ìíî-íåïåðåòèííi îäíîçâ'ßçíi îáëàñòi Bk ⊂ C, k =
= 0, n, âiäïîâiäíî, à ôóíêöiß w = fn+1 (z) îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ çîâíiø-
íiñòü îäèíè÷íîãî êðóãà {z : |z| > 1} íà îáëàñòü Bn+1 ⊂ C, Bn+1
⋂
Bk =
ø, k = 0, n, òàêèì ÷èíîì, ùî fk (0) = ak ∈ Bk, k = 0, n, fn+1 (∞) =




äîñßãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìó íà îáëàñòßõ B0k òà òî÷êàõ a0k, k = 0, 1, 2, ..., n,





n2 − 2α)wn + αη20
w2 (wn − η0)2
dw2.
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Ñëiä çâåðíóòè óâàãó íà òå, ùî ìè ñôîðìóëþâàëè íîâi ðåçóëüòàòè íà
êëàñi îäíîëèñòèõ ôóíêöié ó âèãëßäi íàñëiäêiâ òiëüêè äî äåßêèõ îñíîâíèõ
òåîðåì ðîáîòè, àëå öå ìîæíà çðîáèòè äî âñiõ òâåðäæåíü ñôîðìóëüîâàíèõ
ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi.
4.4. Äåßêi òî÷íi îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ íà êëà-
ñàõ P0n òà P̂0n
Â ïiäðîçäiëi 4.3 ìè ïîáà÷èëè íàñêiëüêè âàæëèâî ìàòè òî÷íi ÷èñëî-
âi îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ äëß âiäïîâiäíèõ çàäà÷. Òîìó â öüîìó ïiäðîçäiëi
ìè îòðèìà¹ìî òî÷íi îöiíêè äëß ôóíêöiîíàëiâ i çàäà÷, ßêi ðîçãëßäàëèñß
â öié ðîáîòi. Àëå, iç-çà âåëèêî¨ êiëüêîñòi ðiçíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè, ìè
îòðèìà¹ìî òiëüêè äåßêi îöiíêè. Âñi iíøi àíàëîãi÷íi îöiíêè ìîæíà áåçïî-
ñåðåäíüî îòðèìàòè iç äîâåäåíü âiäïîâiäíèõ òåîðåì i ¨õí¹ îäåðæàííß íå
ñòàíîâèòü òðóäíîùiâ.
Íàñòóïíi òâåðäæåííß áåçïîñåðåäíüî ñëiäóþòü ç ôîðìóëþâàíü òåîðåìè
2.1 òà íàñëiäêiâ 2.3, 2.4, âiäïîâiäíî, à òàêîæ äîïîâíþþòü öi ðåçóëüòàòè.
Íàñëiäîê 4.11. Äëß äîâiëüíèõ α ≥ 0, n ∈ N, n ≥ 3, µ0, 0 < µ0 <∞ i
âñiõ íàáîðiâ p ∈ P0n iç çíà÷åííßì µ = µ0, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
Jn (p) = (r (B0, 0) · r (Bn+1,∞))α ·
n∏
k=1
r (Bk, ak) ≤






































n2 − 2α)wn + αµ20
w2 (wn − µ0)2
dw2,
ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü ìíîæèíè âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ êîìïî-
íåíò p0 ðiâíà íóëþ, i òiëüêè íà íèõ.
Íàñëiäîê 4.12. Äëß äîâiëüíèõ γ ≥ 0, β ≥ 0, γ + β > 0, n ∈ N, n ≥ 3,
µ0, 0 < µ0 <∞ i âñiõ íàáîðiâ p ∈ P0n òàêèõ, ùî
µ (An) ≤ µ0
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü







≤ 4βn · µβ0 · 2n
√√√√ (4γ)4γ · ββn2
|2√α− n|(2
√



























, à B0s , s =





βn2 − 2γ)wn + γµ20
w2 (wn − µ0)2
dw2,
ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü ìíîæèíè âñiõ íåñóòò¹âèõ ãðàíè÷íèõ êîìïî-
íåíò p0 ðiâíà íóëþ, i òiëüêè íà íèõ.
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Íàñëiäîê 4.13. Äëß äîâiëüíèõ α ≥ 0, n ∈ N, n ≥ 3, µ0, 0 < µ0 < ∞
i âñiõ íàáîðiâ p = {(Bk, ak)}n+1k=0 ∈ P0n iç çíà÷åííßì µ = µ0 òà äîâiëü-
íî¨ ñèñòåìè îäíîëèñòèõ ôóíêöié w = fk (z) , k = 0, n+ 1, äå ôóíêöi¨
w = fk (z) , k = 0, n âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã |z| < 1 íà ïîïàðíî
âçà¹ìíî-íåïåðåòèííi îäíîçâ'ßçíi îáëàñòi Bk ⊂ C, k = 0, n, âiäïîâiäíî,
à ôóíêöiß w = fn+1 (z) îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ çîâíiøíiñòü îäèíè÷íîãî
êðóãà {z : |z| > 1} íà îáëàñòü Bn+1 ⊂ C, Bn+1
⋂
Bk = ø, k = 0, n, òà-
êèì ÷èíîì, ùî fk (0) = ak ∈ Bk, k = 0, n, fn+1 (∞) = an+1 =∞ ∈ Bn+1,
ñïðàâåäëèâà îöiíêà∣∣∣∣ f ′0 (0)f ′n+1 (∞)
∣∣∣∣α · n∏
k=1









Ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (4.53) äîñßãà¹òüñß íà âiäìi÷åíèõ
îáëàñòßõ p0 ââåäåíèõ ó íàñëiäêó 4.11.
Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð ðßä ðåçóëüòàòiâ, ßêi áåçïîñåðåäíüî ñëiäóþòü ç òåî-
ðåìè 3.1, íàñëiäêiâ 3.1 òà 3.4 âiäïîâiäíî.
Íàñëiäîê 4.14. Äëß äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë γ ≥ 0, ρ, R >
> 0 òà äëß äîâiëüíîãî âïîðßäêîâàíîãî íàáîðó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p =
= {(Bk, ak)}n+1k=0 ∈ P0n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü




r (Bk, ak) · |ak|n2−1
)
≤
≤ (4Rn2 )n · 2n√√√√ (4γ)4γ∣∣2√γ − n∣∣(2√γ−n)2 · (2√γ + n)(2√γ+n)2 . (4.54)
































n2 − 2γ)Rnwn + γR2n
w2 (wn −Rn)2 dw
2.
Íàñëiäîê 4.15. Äëß äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë α, β ≥ 0, ρ, R > 0,
α+β > 0 òà äëß äîâiëüíîãî âïîðßäêîâàíîãî íàáîðó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé
p = {(Bk, ak)}n+1k=0 ∈ P0n (ρ,R) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü




r (Bk, ak) · |ak|n2−1
)β
≤
≤ (4Rn2 )βn · 2n
√√√√ (4α)4α · ββn2
|2√α− n|(2
√



































βn2 − 2α)Rnwn + αR2n
w2 (wn −Rn)2 dw
2.
.
Íàñëiäîê 4.16. Äëß äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ÷èñåë ρ, R > 0 òà äëß
äîâiëüíîãî âïîðßäêîâàíîãî íàáîðó âiäìi÷åíèõ îáëàñòåé p =































B0k, k = 1, 2, ..., n ¹ êðóãîâèìè îáëàñòßìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó




Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4
1. Ïîâíiñòþ îïèñàíà åêñòðåìàëüíà êîíôiãóðàöiß äëß ôóíêöiîíàëó, ùî
ñêëàäà¹òüñß ç äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëà-
ñòåé âçßòèõ âiäíîñíî òî÷îê, ùî âiëüíî ðóõàþòüñß ïî äîâiëüíié ïðîìåíåâié
ñèñòåìi.
2. Çíàéäåíî ìàêñèìàëüíi çíà÷åííß äåßêèõ ôóíêöiîíàëiâ, ßêi ðîçãëß-
äàþòüñß ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi.
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ÇÀÃÀËÜÍI ÂÈÑÍÎÂÊÈ
1. Ñôîðìóëüîâàíà òà ïîâíiñòþ ðîçâ'ßçàíà äîñèòü çàãàëüíà íîâà åêñòðå-
ìàëüíà çàäà÷à äëß ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé iç âiëüíèìè
ïîëþñàìè íà òàê çâàíèõ "ðiâíîìiðíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ òî÷îê". (Òåî-
ðåìà 2.1).
2. Ïîâíiñòþ ðîçâ'ßçàíà äëß ðiâíîìiðíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê åêñ-
òðåìàëüíà çàäà÷à òàê çâàíîãî "ìiøàíîãî òèïó", òîáòî äëß ßêî¨ äåßêà
ñèñòåìà ïîëþñiâ ¹ âiëüíà, à äåßêà ¹ ôiêñîâàíà. (Òåîðåìè 2.2  2.4).
3. Ñôîðìóëüîâàíà òà ïîâíiñòþ ðîçâ'ßçàíà íîâà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à
äëß ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé iç âiëüíèìè ïîëþñàìè, ùî
ðóõàþòüñß ïî ðiâíîìiðíèé ïðîìåíåâié ñèñòåìi ó äåßêîìó êiëüöi. (Òåîðåìà
3.1).
4. Âèðiøåíà äîñèòü çàãàëüíà àíàëîãi÷íà çàäà÷à äëß äîáóòêó âíóòðiø-
íiõ ðàäióñiâ îáëàñòåé, ùî íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êðóãó. (Òåîðåìè 3.2, 3.3).
5. Ðîçãëßíóòi åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ç âiëüíèìè ïîëþñàìè íà îäèíè÷-
íîìó êîëi ó âèïàäêó òðüîõ òà ÷îòèðüîõ ïîïàðíî âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ
îáëàñòåé. (Òåîðåìè 3.4  3.6).
6. Ðîçâ'ßçàíà äîñèòü çàãàëüíà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à äëß ïîïàðíî âçà-
¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé iç âiëüíèìè ïîëþñàìè íà òàê çâàíèõ "äî-
âiëüíèõ ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ òî÷îê". (Òåîðåìè 4.1, 4.2).
133
ÑÏÈÑÎÊ ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÈÕ ÄÆÅÐÅË
1. Àëåêñàíäðîâ È. À. Ïàðàìåòðè÷åñêèå ïðîäîëæåíèß â òåîðèè îäíî-
ëèñòíûõ ôóíêöèé.  Ì.: Íàóêà, 1976.  343 ñ.
2. Àëåíèöûí Þ. Å. Îá îäíîëèñòíûõ ôóíêöèßõ â ìíîãîñâßçíûõ îáëà-
ñòßõ // Ìàò. ñáîðíèê.  1956.  39 (81),  2.  Ñ. 315  336.
3. Àíäðååâ Â. À. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è äëß îäíîãî êëàññà ðåãóëßð-
íûõ è îãðàíè÷åííûõ â êðóãå ôóíêöèé // Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê
ÑÑÑÐ, ñåðèß ìàò.  1976.  228,  4.  Ñ. 769  771.
4. Áàõòèí À. Ê. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ â òåîðèè íåíàëåãàþùèõ îáëà-
ñòåé // International Conference on Complex Analysis and Potential
Theory: Abstracts.  Kiev: Institute of Mathematics of the National
Academy of Sciences of Ukraine, 2001.  Ñ. 64.
5. Áàõòèí À. Ê. Î ïðîèçâåäåíèè âíóòðåííèõ ðàäèóñîâ ñèììåòðè÷íûõ
íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé // Óêð. ìàò. æóðí.  1997.  49,  11.  Ñ.
1454  1464.
6. Áàõòèí À. Ê. Íåêîòîðûå çàäà÷è â òåîðèè íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé
// Óêð. ìàò. æóðí.  1999.  51,  6.  Ñ. 723  731.
7. Áàõòèí À. Ê. Î êëàññàõ ôóíêöèé áåç îáùèõ çíà÷åíèé // Ýêñòðå-
ìàëüíûå çàäà÷è òåîðèè îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé.  Êèåâ, 2002.  Ñ.
3  9.  (Ïðåïð. / ÍÀÍ Óêðàèíû. Èí-ò ìàòåìàòèêè; 2002.6).
8. Áàõòèí À. Ê. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è î íåíàëåãàþùèõ îáëàñòßõ ñî
ñâîáîäíûìè ïîëþñàìè íà îêðóæíîñòè // Íåêîòîðûå ýêñòðåìàëü-
134
íûå çàäà÷è î íåíàëåãàþùèõ îáëàñòßõ ñî ñâîáîäíûìè ïîëþñàìè. 
Êèåâ, 2003.  Ñ. 1  45.  (Ïðåïð. ÍÀÍ Óêðàèíû. Èí-ò ìàòåìàòèêè;
2003.6).
9. Áàõòèí À. Ê. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è î íåíàëåãàþùèõ îáëàñòßõ ñî
ñâîáîäíûìè ïîëþñàìè íà îêðóæíîñòè // Äîï. Íàö. Àêàä. íàóê
Óêðà¨íè.  2004.   8.  Ñ. 7  15.
10. Áàõòèí À. Ê. Êóñî÷íî-ðàçäåëßþùåå ïðåîáðàçîâàíèå è ýêñòðåìàëü-
íûå çàäà÷è ñî ñâîáîäíûìè ïîëþñàìè íà ëó÷àõ // Äîï. Íàö. Àêàä.
íàóê Óêðà¨íè.  2004.   12.  Ñ. 7  13.
11. Áàõòèí À. Ê. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è î íåíàëåãàþùèõ îáëàñòßõ ñî
ñâîáîäíûìè ïîëþñàìè íà ëó÷åâûõ ñèñòåìàõ // Çá. ïðàöü Ií-òó ìà-
òåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè.  Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè,
2004.  1,  3.  Ñ. 235  243.
12. Áàõòèí À. Ê. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ñî ñâîáîäíûìè ïîëþñàìè íà
îêðóæíîñòè // Äîï. Íàö. Àêàä. íàóê Óêðà¨íè.  2005.   5.  Ñ.
7  10.
13. Áàõòèí À. Ê., Òàðãîíñêèé À. Ë. Íåêîòîðûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è
òåîðèè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé // Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è òåîðèè
îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé.  Êèåâ, 2002.  Ñ. 10  14.  (Ïðåïð. ÍÀÍ
Óêðàèíû. Èí-ò ìàòåìàòèêè; 2002.6).
14. Áàõòèí À. Ê., Òàðãîíñêèé À. Ë. Íåêîòîðûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è â
òåîðèè íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé // Êîìïëåêñíèé àíàëiç i òåîðiß ïî-
135
òåíöiàëó: Ïðàöi óêðà¨íñüêîãî ìàòåìàòè÷íîãî êîíãðåñó-2001: Cåêöiß
4.  Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2003.  Ñ. 10  16.
15. Áàõòèí À. Ê., Òàðãîíñêèé À. Ë. Íåêîòîðûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è
òåîðèè íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé ñî ñâîáîäíûìè ïîëþñàìè íà ëó÷àõ
// Íåêîòîðûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è î íåíàëåãàþùèõ îáëàñòßõ ñî
ñâîáîäíûìè ïîëþñàìè.  Êèåâ, 2003.  Ñ. 46  67.  (Ïðåïð. ÍÀÍ
Óêðàèíû. Èí-ò ìàòåìàòèêè; 2003.6).
16. Áàõòèí À. Ê., Òàðãîíñêèé À. Ë. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è î íåíàëå-
ãàþùèõ îáëàñòßõ ñî ñâîáîäíûìè ïîëþñàìè íà ëó÷àõ // Äîï. Íàö.
Àêàä. íàóê Óêðà¨íè.  2004.   7.  C. 7  13.
17. Áàõòèí À. Ê., Òàðãîíñêèé À. Ë. Íåêîòîðûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è
íà êëàññå íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé // Çá. ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè
ÍÀÍ Óêðà¨íè.  Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2004.  1, 
3.  Ñ. 244  253.
18. Áàõòèí À. Ê., Òàðãîíñêèé À. Ë. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è è êâàäðà-
òè÷íûå äèôôåðåíöèàëû // Íåëiíiéíi êîëèâàííß.  2005.  8,  3.
 Ñ. 298  303.
19. Áàõòèíà Ã. Ï. Îá îäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å êîíôîðìíîãî îòîá-
ðàæåíèß åäèíè÷íîãî êðóãà íà íåíàëåãàþùèå îáëàñòè // Óêð. ìàò.
æóðí.  1974.  26,  5.  Ñ. 646  648.
20. Áàõòèíà Ã. Ï. Ìåòîä ãðàíè÷íûõ âàðèàöèé â çàäà÷àõ î íåíàëåãàþ-
ùèõ îáëàñòßõ. Ïðåïðèíò ÈÌ-75-2.  Êèåâ, 1975.  35 ñ.
136
21. Áàõòèíà Ã. Ï. Âàðèàöèîííûå ìåòîäû è êâàäðàòè÷íûå äèôôåðåí-
öèàëû â çàäà÷àõ î íåíàëåãàþùèõ îáëàñòßõ. Àâòîðåô. äèñ. . . . êàíä.
ôèç.-ìàò. íàóê.  Êèåâ, 1975.  11 ñ.
22. Áàõòèíà Ã. Ï., Áàõòèí À. Ê. Îá ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ äëß ñèì-
ìåòðè÷íûõ íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé // Óêð. ìàò. æóðí.  1997. 
49,  2.  Ñ. 179  185.
23. Âàñèëüåâ À. Þ. Ãàðìîíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìîäóëß ñåìåéñòâ êðèâûõ
è èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè íà ïðîñòðàíñòâàõ Òåéõìþëëåðà // Äîêë.
ÐÀÍ.  1995.  341,  5.  C. 583  584.
24. Ãîëóçèí Ã. Ì. Ìåòîä âàðèàöèé â êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè. I, II,
III, IV // Ìàò. ñá.  1946.  19 (61),  2.  Ñ. 203  236; 1947.  21
(63),  1.  Ñ. 83  117;  2.  Ñ. 119  132; 1951.  29 (71),  2. 
Ñ. 455  468.
25. Ãîëóçèí Ã. Ì. Ãåîìåòðè÷åñêàß òåîðèß ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî.  Ì.: Íàóêà, 1966.  628 ñ.
26. Ãóòëßíñêèé Â. ß. Ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îäíîëèñòíûõ
ôóíêöèé // Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑÐ, ñåðèß ìàò.  1970.
 194,  4.  Ñ. 750  753.
27. Äæåíêèíñ Äæ. À. Îäíîëèñòíûå ôóíêöèè è êîíôîðìíûå îòîáðà-
æåíèß.  Ì.: Èçä-âî èíîñòð. ëèò., 1962.  256 ñ.
28. Äóáèíèí Â. Í. Î ïðîèçâåäåíèè âíóòðåííèõ ðàäèóñîâ "÷àñòè÷íî
137
íåíàëåãàþùèõ"îáëàñòåé // Âîïðîñû ìåòðè÷åñêîé òåîðèè îòîáðà-
æåíèé è åå ïðèìåíåíèå. Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1978.  Ñ. 24  31.
29. Äóáèíèí Â. Í. Ìåòîä ñèììåòðèçàöèè â çàäà÷àõ î íåíàëåãàþùèõ
îáëàñòßõ // Ìàò. ñá.  1985.  128,  1.  Ñ. 110  123.
30. Äóáèíèí Â. Í. Ìåòîä ñèììåòðèçàöèè â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíê-
öèé: Äèñ. . . . ä-ðà ôèç.-ìàò. íàóê.  Âëàäèâîñòîê, 1988.  193 ñ.
31. Äóáèíèí Â.Í. Ðàçäåëßþùåå ïðåîáðàçîâàíèå îáëàñòåé è çàäà÷è îá
ýêñòðåìàëüíîì ðàçáèåíèè // Çàï. íàó÷. ñåì. Ëåíèíãð. îòä-íèß Ìàò.
èí-òà ÀÍ ÑÑÑÐ.  1988.  168.  Ñ. 48  66.
32. Äóáèíèí Â. Í. Ìåòîä ñèììåòðèçàöèè â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíê-
öèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî // Óñïåõè ìàò. íàóê.  1994.  49
(295),  1.  Ñ. 3  76.
33. Äóáèíèí Â. Í. Àñèìïòîòèêà ìîäóëß âûðàæäàþùåãîñß êîíäåíñàòî-
ðà è íåêîòîðûå åå ïðèìåíåíèß // Çàï. íàó÷í. ñåìèí. ËÎÌÈ.  1997.
 237.  Ñ. 56  73.
34. Äóáèíèí Â. Í. Åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè
ôóíêöèé: Ó÷åáí. ïîñîáèå.  Âëàäèâîñòîê: Èçäàíèå Äàëüíåâîñòî÷-
íîãî óí-òà, 2003.  116 ñ.
35. Åìåëüßíîâ Å. Ã. Ê çàäà÷àì îá ýêñòðåìàëüíîì ðàçáèåíèè // Çàï.
íàó÷í. ñåìèí. ËÎÌÈ.  1986.  154.  Ñ. 76  89.
36. Åìåëüßíîâ Å. Ã. Î ñâßçè äâóõ çàäà÷ îá ýêñòðåìàëüíîì ðàçáèåíèè
// Çàï. íàó÷í. ñåìèí. ËÎÌÈ.  1987.  160.  Ñ. 91  98.
138
37. Åìåëüßíîâ Å. Ã. Ê çàäà÷å î ìàêñèìóìå ïðîèçâåäåíèß ñòåïåíåé êîí-
ôîðìíûõ ðàäèóñîâ íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé // Çàï. íàó÷í. ñåìèí.
ÏÎÌÈ.  2002.  286.  Ñ. 103  114.
38. Êîâàëåâ Ë. Â. Î òðåõ íåïåðåñåêàþùèõñß îáëàñòßõ // Äàëüíåâî-
ñòî÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë.  2000.  1,  1.  Ñ. 3  7.
39. Êîâàëåâ Ë. Â. Î âíóòðåííèõ ðàäèóñàõ ñèììåòðè÷íûõ íåíàëåãàþ-
ùèõ îáëàñòåé // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì.  2000,  6.  C. 82  87.
40. Êîëáèíà Ë. È. Íåêîòîðûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è â êîíôîðìíîì
îòîáðàæåíèè // Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑÐ, ñåðèß ìàò.  1952.
 84,  5.  Ñ. 865  868.
41. Êîëáèíà Ë. È. Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà íà íåíà-
ëåãàþùèå îáëàñòè // Âåñòí. Ëåíèíãð. óí-òà.  1955.  5.  Ñ. 37 
43.
42. Êóçüìèíà Ã. Â. Ìîäóëè ñåìåéñòâ êðèâûõ è êâàäðàòè÷íûå äèôôå-
ðåíöèàëû.  Ë.: Íàóêà, 1980.  241 ñ.
43. Êóçüìèíà Ã. Â. Ê çàäà÷å î ïðîèçâåäåíèè êîíôîðìíûõ ðàäèóñîâ
íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé // Çàï. íàó÷í. ñåìèí. ËÎÌÈ.  1980. 
100.  Ñ. 131  145.
44. Êóçüìèíà Ã. Â. Ê çàäà÷å î ìàêñèìóìå ïðîèçâåäåíèß êîíôîðìíûõ
ðàäèóñîâ íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé â êðóãå // Çàï. íàó÷í. ñåìèí. ËÎ-
ÌÈ.  1983.  125.  Ñ. 99  113.
139
45. Êóçüìèíà Ã. Â. Ê çàäà÷å îá ýêñòðåìàëüíîì ðàçáèåíèè n-ñâßçíîé
îáëàñòè // Çàï. íàó÷í. ñåìèí. ËÎÌÈ.  1990.  185.  Ñ. 96  110.
46. Êóçüìèíà Ã. Â. Ìåòîäû ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé. I, II //
Àëãåáðà è àíàëèç.  1997.  9,  3.  Ñ. 41  103;  5.  Ñ. 1  50.
47. Êóçüìèíà Ã. Â. Î ñâßçè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ îá ýêñòðåìàëüíîì ðàçáè-
åíèè // Çàï. íàó÷í. ñåìèí. ÏÎÌÈ.  1998.  254.  Ñ. 116  131.
48. Êóçüìèíà Ã. Â. Çàäà÷è îá ýêñòðåìàëüíîì ðàçáèåíèè ðèìàíîâîé
ñôåðû // Çàï. íàó÷í. ñåìèí. ÏÎÌÈ.  2001.  276.  Ñ. 253  275.
49. Êóçüìèíà Ã. Â. Çàäà÷è îá ýêñòðåìàëüíîì ðàçáèåíèè ðèìàíîâîé
ñôåðû. II, III // Çàï. íàó÷í. ñåìèí. ÏÎÌÈ.  2002.  286.  Ñ.
126  147; 2004.  314.  Ñ. 124  141.
50. Êóçüìèíà Ã. Â. Ìåòîä ýêñòðåìàëüíîé ìåòðèêè â çàäà÷àõ î ìàêñè-
ìóìå ïðîèçâåäåíèß ñòåïåíåé êîíôîðìíûõ ðàäèóñîâ íåíàëåãàþùèõ
îáëàñòåé ïðè íàëè÷èè ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ // Çàï. íàó÷í. ñåìèí.
ÏÎÌÈ.  2003.  302.  Ñ. 52  67.
51. Êóôàðåâ Ï. Ï., Ôàëåñ À. Ý. Îá îäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å äëß äî-
ïîëíèòåëüíûõ îáëàñòåé // Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑÐ, ñåðèß
ìàò.  1951.  81,  6.  Ñ. 995  998.
52. Ëàâðåíòüåâ Ì. À. Ê òåîðèè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé // Òð. Ôèç.-
ìàò. èí-òà ÀÍ ÑÑÑÐ.  1934.  5.  Ñ. 159  245.
53. Ëåáåäåâ Í. À. Ïðèíöèï ïëîùàäåé â òåîðèè îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé.
 Ì.: Íàóêà, 1975.  336 ñ.
140
54. Ëåáåäåâ Í. À. Ê òåîðèè êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êðóãà íà
íåíàëåãàþùèå îáëàñòè // Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑÐ, ñåðèß
ìàò.  1955.  103,  4.  Ñ. 553  555.
55. Ëåáåäåâ Í. À. Îá îáëàñòè çíà÷åíèé îäíîãî ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å î
íåíàëåãàþùèõ îáëàñòßõ // Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑÐ, ñåðèß
ìàò.  1957.  115,  6.  Ñ. 1070  1073.
56. Ìèòþê È. Ï. Îöåíêè âíóòðåííåãî ðàäèóñà (åìêîñòè) íåêîòîðîé
îáëàñòè (êîíäåíñàòîðà) // Èçâ. Ñåâåðî-Êàâêàçñêîãî íàó÷. öåíòðà
âûñø. øêîëû.  1983.   3.  Ñ. 36  38.
57. Ìèòþê È. Ï. Îöåíêà ñâåðõó äëß ïðîèçâåäåíèß âíóòðåííèõ ðàäè-
óñîâ îáëàñòåé è òåîðåìû ïîêðûòèß // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. 
1987.   8.  Ñ. 39  47.
58. Òàìðàçîâ Ï. Ì. Òåîðåìû ïîêðûòèß ëèíèé ïðè êîíôîðìíîì îòîá-
ðàæåíèè // Ìàò. ñáîðíèê.  1965.  66 (108),  4.  Ñ. 502  524.
59. Òàìðàçîâ Ï. Ì. Íåêîòîðûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è òåîðèè îäíîëèñò-
íûõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé // Ìàò. ñáîðíèê.  1965.  67 (109),
 3.  Ñ. 329  337.
60. Òàìðàçîâ Ï. Ì. Ê îáùåé òåîðåìå î êîýôôèöèåíòàõ // Ìàò. ñáîð-
íèê.  1967.  72 (114),  1.  Ñ. 59  71.
61. Òàìðàçîâ Ï. Ì. Ýêñòðåìàëüíûå êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèß è ïîëþ-
ñû êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëîâ // Èçâåñòèß ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåðèß
ìàò.  1968.  32,  5.  Ñ. 1033  1043.
141
62. Òàðãîíñêèé À. Ë. Îá îäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å äëß òðåõ íåíà-
ëåãàþùèõ îáëàñòåé // International Conference on Complex Analysis
and Potential Theory: Abstracts.  Kiev: Institute of Mathematics of
the National Academy of Sciences of Ukraine, 2001.  Ñ. 84.
63. Òàðãîíñêèé À. Ë. Îöåíêè íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëîâ íà êëàññå íåíà-
ëåãàþùèõ îáëàñòåé // Çá. ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè.
 Êè¨â: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2004.  1,  3.  Ñ. 305 
317.
64. Òàðãîíñêèé À. Ë. Íåêîòîðûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è î íåíàëåãàþ-
ùèõ îáëàñòßõ // International Workshop on Free Boundary Flows and
Related Problems of Analysis: Abstracts.  Kiev: Institute of Mathematics
of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2005.  Ñ. 61  62.
65. Ôåäîðîâ Ñ. È. Î ìàêñèìóìå îäíîãî êîíôîðìíîãî èíâàðèàíòà â çà-
äà÷å î íåíàëåãàþùèõ îáëàñòßõ // Çàï. íàó÷í. ñåìèí. ËÎÌÈ.  1981.
 112.  Ñ. 172  183.
66. Õåéìàí Â. Ê. Ìíîãîëèñòíûå ôóíêöèè.  Ì.: Èçä-âî èíîñòð. ëèò.,
1960.  180 ñ.
67. Øèôôåð Ì., Ñïåíñåð Ä. Ê. Ôóíêöèîíàëû íà êîíå÷íûõ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòßõ.  Ì.: Èçä-âî èíîñòð. ëèò., 1957.  347 ñ.
68. Ahlfors L. V. Untersuchungen zur Theorie der konformen Abbildung
und der ganzen Funktionen // Acta. Soc. Sci. Fenn.  1930.   9. 
S. 1  40.
142
69. Ahlfors L. V., Berling A. Conformal invariants and functiontheoretic
null-sets // Acta. Math.  1950.  83,  1  2.  P. 101  129.
70. Bahtin À. Ê. Extremal problems for non-overlapping domains with free
poles on closed curves // International Workshop on Potential Theory
and Free Boundary Flows: Abstracts.  Kiev: Institute of Mathematics
of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2003.  P. 4.
71. Bakhtin A. K., Targonskii À. L. An extremal problem for non-overlapping
domains // International Workshop on Potential Flows and Complex
Analysis : Abstracts.  Kiev: Institute of Mathematics of the National
Academy of Sciences of Ukraine, 2002.  P. 8  9.
72. Duren P.L., Schiffer M. A variation method for function schlicht in
annulus // Arch. Ration. Mech. and Anal.  1962.  9.  P. 260  272.
73. Grotzsch H. Uber einige Extremalprobleme der konformen Abbildung.
I, II // Ber. Verh. Sachs. Akad. Wiss. Leipzig, Math.-Phys.  1928. 
80,  6.  S. 367  376, 497  502.
74. Grotzsch H. Uber ein Variationsprobleme der konformen Abbildung //
Ber. Verh. Sachs. Akad. Wiss. Leipzig, Math.-Phys.  1930.  82,  4.
 S. 251  263.
75. Jenkins J. A. Some uniqueness results in the theory of symmetrization
// Ann. Math.  1955.  61,  1.  P. 106  115.
76. Jenkins J. A. Some uniqueness results in the theory of symmetrization
II // Ibid.  1962.  75,  2.  P. 223  230.
143
77. Nehari Z. Some inequalities in the theory of functions // Trans. Amer.
Math. Soc.  1953.  75,  2.  P. 256  286.
78. Schaeffer A. C., Spencer D. C. Coefficient regions for schlicht functions.
 New York: Amer. Math. Soc. Coll. Publ., 1950.  35.  311 p.
79. Schiffer M. A method of variation within the family of simple functions
// Proc. Lond. Math. Soc.  1938.  44.  P. 432  449.
80. Schiffer M. On the coefficients of simple functions // Proc. Lond. Math.
Soc.  1938.  44.  P. 450  452.
81. Schiffer M. Variation of the Green functions and the theory of p-valent
functions // Amer. J. Math.  1943.  65,  2.  P. 341  360.
82. Targonskii À. L. Extremal problems for non-overlapping domains with
free poles on rays // International Workshop on Potential Theory and
Free Boundary Flows: Abstracts.  Kiev: Institute of Mathematics of
the National Academy of Sciences of Ukraine, 2003.  P. 34.
83. Tsuji M. Potential theory in modern function theory.  Tokyo, 1959. 
590 p.
